Elemente de logici matematici

i) Consideratii teoretice
Propozitie, predicat, cuantificatori

O propozitie matematicd este un enunt despre care are sens sa spunem cd, intr-un anumit context, este
adevarat sau fals. Daca o propozitie este adevdratd, i se atribuie valoarea de adevar A sau 1, iar daca este falsd
i se atribuie valoarea de adevar F sau 0.

Se numeste predicat sau propozitie cu variabile, un enunt care contine una sau mai multe variabile,
carora atribuindu-le ,valori” obtinem propozitii adevarate sau false. Dupa cum contin 1,2,3,...,n variabile,
predicatele se numesc unare, binare, ternare,...,n-are.

Predicatelor li se pot atasa cuantificatori. Fie p(x) un predicat unar, XM, M — multime.

Propozitia ,exista cel putin un x din M astfel incat p(X) ” se numeste propozitie existentiald atasata
predicatului p(X), care se noteazd , (3x)p(x)”. Simbolul , 3 ” se citeste existd si se numeste cuantificator
existential.

Propozitia ,oricare ar fi x din M are loc p(x) " se numeste propozitie universald atasata predicatului
p(x), care se noteazd , (Vx)p(x)”. Simbolul , V ” se citeste oricare ar fi si se numeste cuantificator universal.

Principalele operatii logice sunt: negatia, conjunctia, disjunctia, implicatia si echivalenta.

1) Negatia - negatia unei propozitii p este o alta propozitie, care este adevarata cand p este falsa si este
falsa cand p este adevarata. Negatia propozitiei p se noteaza (,,non p” sau ,, 5 ” sau ,, 1p”). Valoarea de adevar a
negatiei se pune in evidenta prin tabelul urmator:

P lp
L |0
0 |1

2) Conjunctia - conjunctia propozitiilor p, q este propozitia ,,p si q”, care este adevarata cand ambele
propozitii sunt adevarate si falsa in celelalte cazuri. Conjunctia propozitiilor p, g se noteaza , pAq ”. Valoarea

de adevar a conjunctiei se pune in evidenta prin tabelul urmator:
p q pAQ
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

3) Disjunctia — disjunctia propozitiilor p, q este propozitia ,,p sau q”, care este adevarata cand cel putin
una dintre propozitiile p, q este adevarata si falsa in caz contrar. Disjunctia propozitiilor

\Y
p, g se noteaza ,pv(q” .Valoarea de adevar a disjunctiei se pune in evidenta prin P q Pvd
< 1 1 1
tabelul urmator:
1 0 1
0 1 1
0 0 0

4) Implicatia — implicatia propozitiilor p, q este propozitia ,,p implicd g”, care este falsa atunci si numai
atunci cand p este adevdrata si q este falsa. Implicatia propozitiilor p, q se noteaza ,p—q”sau,p=q”.

Propozitia p se numeste ipoteza, iar propozitia g se numeste concluzie. Valoarea de adevar a implicatiei se pune
n evidenta prin tabelul urmator:

o|lo|lr|r|lo
o|kr|lo|lkr|la
|—\r—\or—\\L




5) Echivalenta — echivalenta propozitiilor p, q este propozitia ,p echivalent cu q”, care este adevarata
atunci si numai atunci cand ambele propozitii au aceeasi valoare de adevar. Echivalenta propozitiilor p, q se
noteaza , p<>(” sau, p < g ".Valoarea de adevar a echivalentei se pune in evidenta prin tabelul urmator:

p q | P<d
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Se numeste formuld a calculului propozitional orice expresie logica obtinuta din propozitii simple cu
ajutorul operatorilor logici.

Orice formula se numeste tautologie daca are valoarea de adevar 1, indiferent de propozitiile care o
compun
Proprietdti ale operatiilor logice cu propozitii.

Oricare ar fi propozitiile p, g, r, negatia, conjunctia, disjunctia, implicatia si echivalenta, au loc
propritatile:
1) Negatia

a) @(—) P - principiul dublei negatii;

b) pv[_) - tautologie;

c) p/\[_) - principiul falsului exclus;
2) Conjunctia

a) (p A p)<—> P - reflexivitatea conjunctiei;

b) (p A q)<—> JAP - comutativitatea conjunctiei;

c) [(p N Q)/\ I’] © [p A (q A I’)] - asociativitatea conjunctiei;
3) Disjunctia

a) (pv p)<—> P - reflexivitatea disjunctiei;

b) (p v q)<—> JVvP -comutativitatea disjunctiei;

c) [(p \ Q)V r] < [p \ (q \ r)] - asociativitatea disjunctiei;

4) Implicatia
a) p—p - tautologie;

b) [(p - Q)V (q - I’)] © (p - I’) - tautologie (tranzitivitatea implicatiei);
c)P—> (PV Q) - tautologie;

d) (p/\Q)—>p - tautologie;
5) Echivalenta
a) pvq <—>|3/\a; pAq <—>5v(_1 - legile lui de Morgan;

b) P4 PAd;

c) [P v (q A I’)] © [(p \ Q)/\ (p v r)] - distributivitatea disjunctiei fatd de conjunctie;
d) [p A (q \ I’)] © [(p A Q)V (p A I’)] - distributivitatea conjunctiei fata de disjunctie;
e [p>a)rla—plepoa).



ii) Exercitii rezolvate

1. Precizati care dintre enunturile urmatoare sunt propozitii:
i) Patratul este paralelogram;
ii) 2x-1=5,xeR;

iii) Partea intreagd a numarului —— este -3;

2
iv) Rezultatul calculului \/32 1+ 4% este6;

o hNE 12

Rezolvare:
i) ,Patratul este paralelogram ” este o propozitie adevarata;
ii) ,2x—1=5,x € R” nu este o propozitie deoarece nu putem spune daca este o propozitie adevarata sau

fals3;

iii) {—g} = [—2,5] = -3 este o propozitie adevarata;

iv) 32 +4% = /25 =56 este o propozitie care are valoarea de adevar ,fals”;

V) 1—\/5‘ = —1+\/§ # —1—\/5 este o propozitie care are valoarea de adevar ,fals”.

2. Determinati valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
23 J6
——— este —;
32 3

ii) g: Suma unghiurilor unui triunghi este 1700;
iii) r: min(—zé;_ﬁj - 5.

Rezolvare:

) 2\/§_2\/§.\/§_2\/€:2\/€:£jv(p)

i) p: Rezultatul calculului

= = =1;
W2 322 6 6 3
i) v(q)=0;
1 2241 5
2==- =—==-25 _
i) 2 2 2 :mln(—zé;—\/gj:—zézw(r):o,

—J5=-22

3. Sa se determine multimea de adevar a predicatelor:

2x-1 1 .
|)p(x).,, 3 —5—2—X,X€R;
i) q(x,y) 5. (x+2)-(y-1)=3,(x,y) e NxN”,
Rezolvare:
2x-1 1

i) —E:2—x|-6:>2(2x—l)—3:6(2—x):>4x—5:12—6x:>10x:17:>

3

17 17
> X= E Multimea de adevar a predicatului p(X) este ol

. -1=1 -1=3 =2 =4
i) (x+2)-(y-1)=3< y sau {7 =Y sau {7
X+2=3 Xx+2=1 =1 X=-1¢gN

X
Multimea de adevér a predicatului Q (X, y) este {(12)} .

4. Fie predicatul p(x):,2x> —x-1=0,x € R”.



i) Sa se formuleze propozitia universala (VX) p(X) si propozitia existentiald (EIX)p(X);

ii) Stabiliti valoarea de adevar ale propozitiilor de la punctul i).
Rezolvare:

i) (Vx)p(x) .,,Oricare ar fi x € R, 2x%—x-1=0"
(Elx)p(x) .,,Exista x € R astfel incat 2x%—x-1=0"

i) Lusm X=3=> 2-3%2-3-1=14#0= valoarea de adevir a propozitiei universale (VX)p(X) este fals3;

a=2 1
X, =—=
X -x-1=0b=-1=A=b?dac=9=/A=3=1"1 2= propozitia existentiald (3x)p(X) este

adevarata.
iii) Exercitii propuse

1. Care dintre urmatoarele enunturi sunt propozitii:
i) ,2+3=5";

ii)n%+2'7:21";

i) ,Multimea numerelor naturale este finita”;

iv) ,, Triunghiul echilateral este triunghiul cu toate laturile congruente”;
v), 2Xx+1<3,xeR”;

vi) ,Rezolvati exercitiul: (22)3 24 -(20 + 21)”;
vii) ,x dividey, x,yeZ, x =0".
2. Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:
i),10-7>4";
”) ” 2lg :1”;
2 5
i) , \/3 € Q”;
iv) ,,‘22 +4‘ <0,
v) ,,Suma unghiurilor unui triunghi este egala cu 180 °”;
vi) ,,3 divide 9”;
vii) , 2€{-2-1,0,3,2} ";
viil) , max (- v/2;-142) = 2 7,
iX) ” V7_‘\/E > ‘\/§”;
X) ” (]-+ \/E)Z + (]._’\/E)Z (S N”-
3. Fie propozitiile:
p: Orice cub este o prisma.
g: Orice prisma este cub.

r: Exista prisme care nu sunt cuburi.
Sa se stabileasca valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

)P,

i) p.q,1;

i) pva,pvrgvr;

iv) pPAQ,PATQAT;

v) (pva)vrpvrvagvr)vp:
vi) PAg)vr(par)vaaar)vp;

vii) PAG)AT(pAT)AGGAT)AD;



viii) p—>q,p—>r,qg—or,r—q;
iXx) pe>q,perqoer;
X) B<—>q,F<—>q.

4. Completati tabelul:

plag|Prajpva|pa(pva)|pv(pag) | pag

ok |o
ol a

0|0
5. Daca p, q, r sunt propoziti, atunci sa se demonstreze urmatoarele teoreme logice folosind tabelele de adevar:

) p-(pva);
i) (pra)op;
i) p—>(q - p);
w) palpva)-a;
v) (pva)epag;
vi) (PAg) e (anp);
vii) (DVQ)H(QVP);
viii) [(DVQ)W]H[PV(QVF)];
x) pA(p—>0a)->a;
(p->g)algor)e (o).
6. Fie A= {— 3;—2;—1;1;2;3} si predicatele:
Py(X)"2x +1=x,x € A"; p,(x)" x| = x,x € A"; p3(x)"|x| = —x,x € A"

Sa se determine valorile lui x pentru care:
i) pl(X) este adevarat;

ii) PQ(X) este adevarat;

iii) pg(X) este adevarat;

iv) (pl(X)v pz(X)) este adevarat;

V) (pl(X)/\ pg(X)) este adevarat.

7. Fie predicatul D(X)i" X% =3x > 1,x € R”. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

) p(-1);

i) p(ﬁ);

i) pl0);

iv) p =
i -
2
v p3).
8. Fie predicatul p(x): % eN, Xe {0J2;4;5} . Sd se precizeze valoarea de adevdr a
X +

propozitiei:

i) P(O);
i) pl2);
i) p(4);



iv) exista X; €Z astfel incat p(Xl)EZ\N.
9. Sa se stabileascd valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
D"VXER,X2+5>1%
ii) ,AxeN, 2x+3=11";
i) ,VxeR, x—-3>4";

iW"VXER,X2+X+l>O%

v) ,IxEN, X% -5x+6=0 "

vi) ,IXEZ, 5x+3=-4".
10. Fie propozitiile:
: “Orice numar natural are cifra unitatilor 4, este divizibil cu 4”,
: “Orice numar prim este par”,
: “Orice triunghi cu toate laturile congruente este echilateral”,
: “Orice triunghi cu doua unghiuri congruente este isoscel”.

Sa se formuleze propozitiile p,q,r,S sisa se precizeze valorile lor de adevar.

nw S O T



