Functii inversabile. Inversa unei functii.
i) Consideratii teoretice

Functia f: A — B se numeste functie inversabild dacd 39:B — A, astfel incat gof =1, si fog=15. Notdm
g=Ff"1.

O functie f : A = B este o functie inversabild daca si numai dac este o functie bijectiva.
fH:B—>Af(y)=x,unde y=f(x).

Graficele functiilor f si £ sunt simetrice fatd de prima bisectoare a axelor de coordonate (fatd de dreapta de
ecuatie y=x).

ii) Exercitii rezolvate

X+2,Xx<2
1. S3 se arate ci functia f: R - R,f(X) = {BX 9 x> este inversabila si s3 se determine inversa sa.

Rezolvare:
f este bijectiva daca restrictiile f;,f, suntinjective, iar Imf, nImf, = si Imf, uImf, =R

f) 1(—0;2) > R,f(X) =X +2 este strict monotons, deci f; este injectivi;
f,: [2;+oo) —>R,f, (X) =3Xx—2 este strict monoton3, deci f, este injectiv;
Imfy = (—o0;4), Imf, =[4;+00)

Cum Imf, nImf, = si Imf, UImf, = R = f este surjectiva.

Am demonstrat ca functia f este bijectiva, deci este inversabila.
Pentru determinarea inverse functiei f, vom rezolva ecuatiile f; (X) =ysif, (X) =Y.

fl(x)=y2X+2=y:X=y—2,cum Xe(—oo;Z):ye(—oo;4);

fz(X)=y:>3x—2=y:>x:yg2,cum X€[2;+OO):ye[4;+oo)‘

X—2,x<4
Tn concluzie, f 11 R 5> R,f 1(X) =4 x+2 .
——,X24
3
2. Sa se studieze inversabilitatea functiei f:R — R,f(X) =2x—7 si sd se determine inversa functiei f, daca
existd.
Rezolvare:
f —injectiva : Vxy,x, € R,f(xy) =f(x,) = x; = x,
f (X)) =F(Xp)= 2%, 7 = 2%, T = 2%, = 2X, = X; = X, = f este injectivi (1)
f —surjectiva: Vy e R,3x e R a.l f(x) =y

2x—7:y:2x:y+7:x:y—;76R

y+7
Z

Din (1) si (2) f este bijectiva, deci f este inversabili = 3f 1R >R, x=f! (y)

f(x) :Z~ 7=f(x) :yﬂﬂzf(x) =y = f este surjectiva (2)

. — y+7
2 =ty -1t
x=t7(y)

Concluzie: f*: R —» R, (x)= X—er?



3. Fie functia f: R\ {4} - R\{—l} (X)) = ;(_+1 . Stiind ca functia f este bijectiva, sa se determine inversa sa.
—X

Rezolvare:

. . X+1 4y_1
i) Din =y=>X+1l=4y-xy = Xx+xy =4y -1=x(1+y)=4y-1=x =

4-x y+1
f este bijectiv, deci f este inversabili = 3f 1R > R,x =f* (y)

_4y-1
y+1 :f‘l(y):4y_1,yeR\{—l}.
+

x=17(y) ’

iii) Exercitii propuse

1. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt bijective si sa se determine inversa fiecareia:
i) 257, F(x)=x-3;
i) f: RSR, (x)=—2+5x
iii) :Q>Q, f(x)=4

iv) : RSR, f(x)= 2 =y

3—2x‘

v) f: RSR, f(x)=

i)f: ROR, f
Vi i 3x+8x>4

X—2,X<3
2X — Lx>3

{x 3, x<4

vii) f: ROR, f

N X, x>0
viii) f: ROR, f(x): XX <D
X <

Indicatii:
i) f(x)=x+3;

i) 1) = X2,

i) F10 = 252

3-5x
2
X+3,x<1
v) FHX)=18-x ;
— x>1
3
X+2,x<1

vi) FH(X) =1 x +1 ;
T,X >1

iv) F(x) =

’

X, x>0

vy -1 _
vii)f 7 (x) = X <0

N | X

2. Fie functia :D>E, f(x)= X—Jri .
X_

i) Sa se determine domeniul de definitie D al functiei f;
ii) Sa se studieze bijectivitatea functiei f, determinand in acelati timp si codomeniul E;



iii) Determinati inversa functiei f daca este cazul;
iv) S3 se verifice cd fof 1 =f 1of = LR\ -

Indicatii:
i) D=R\{1};
ii) f — injectiva: Vx;, X, e R\{1}, f(x;)=F(x,)=x; =X,
Xy +2
f(x,)==1
)= 212
Xo+2| X142 X,+2
f(xy) =2t ol 5 0T E 2T Xy 42X, —2= XqXp —Xp +2X; —2 25 X3 =X, > este injectivi.

X, =1 xl—l_ Xy =1
f(x)=f(x,)

f—surjectiva: Vy eE, Ix e R\{1} astfel incat f(x): y.

x+2 =y:x+2=xy—y:x(l—y)=—y—2:x=—_ly_y2(y¢l)3E=[R\{1}
X —_

—1y—2+2
f(x) = % =y = f este surjectiva=f este bijectivs;
A
1-y
- -1 -X-2
iii) £~ R\{1}>R\{1}, f (x)=ﬁ;

(fof‘1Xx):x.
(f’lofXx):x

iv) foft=f of =lp ) <



