Functiile trigonometrice sin, cos, tg si ctg

i) Consideratii teoretice
Fie cercul trigonometric C, t un numar real si M unicul punct pe cerc corespunzator numarului t prin functia de
acoperire universala (adicd M este extremitatea arcului

orientat AM cu proprietatea u(AM):t). AY
Atunci
M Ty sint
sint=pr, OM =y, :
Al 1N A
cost =pr, OM =x,, (1), (fig. 1). ;

Xm0 X
i .. cost
S-au definit astfel functiile:

sin:[0,2n] - [-1,1],cos: [0, 2n] > [-1,1]

Proprietati ale functiilor sin si cos:

VteR

: . . |[-1ssint<1
i) Functiile sin si cos sunt marginite

—1<cost<1’

sin?t=1-cos’t

=

’

sint+cos’t=LVteReq .,
cos“t=1-sin“t

iii) Functia sinus este o functie impara iar functia cosinus este o functie para.
sin(—t)=-sint,vte R cos(—t)=cost,vte R

iv) Functiile sinus si cosinus sunt functii periodice cu perioada principala T, =2n

sin(t+2kn) =sint
NVteR,VkeZ
cos(t+2km)=cost
v) Semnul functiilor sin si cos
functie Cil C2 C3 C4
sin + + -
cos + - _ n

e Fie cercul trigonometric C si t un numdr real cu proprietatea t € R\ {(Zk +l)g, ke Z} si M unicul punct pe

sint
cercul C corespunzitor numarului t. Atunci tgt = cost’ S-a definit astfel functia
CcoSs

sint
tg:R\{(ZkH)g,keZ}_)R, tgt:@

o Fie cercul fundamental C si t un numar real cu proprietatea t € R\ {kn, ke Z} si N unicul punct pe cercul C

cost
corespunzitor numdrului t. Atunci Ctgt = m . S-a definit astfel functia
|
cost
ctg:R\{km,keZ} >R, c‘[gt:—Sint .

Proprietati ale functiilor tg si ctg
i) Functiile tangenta si cotangenta sunt functii periodice cu perioada principala

tg(t+kn):tgt,vt € R\{(2k+l)g,k EZ};

ctg(t+kmn)=ctgt,vte R\{kn, ke Z} ;
ii) Functiile tangenta si cotangenta sunt functii impare.



tg(-t)=-

tgt, vt R\{(zk +1)g, ke Z}

iii) Semnul functiilor tg si ctg

ctg(—t) =—ctgt, vt e R\ {km, k e Z}

iv) Functiile tg si ctg sunt nemarginite
v

-

gt = —ctgt =~

ctgt

ii) Exercitii rezolvate

functie | cadran C1 C2 C3 C4
tg + - + -
ctg + - + -
gt |

1. Determinati multimea valorilor functiilor:

i) f:R >R, f(x)=2sinx+3;

i) f:R > R,f(x)=1-3cosx.
Rezolvare.

i) sinx e[-11]= -1<sinx <1|2=-2<2sinx < 2[+3=1<2sinx+3<5= f(x)€[L5],VvxeR;
ii) cosx e[-1,1] = -1<cosx £1|-(—3):>—3§—3cosx§3|-+1:—2 <1-3cosx<4=
:>f(x)e[—2,4],VXelR.

2. S3 se determine semnul numerelor:

L . 3m . 45m 123
i) sin—; ii) COS——; iii) tg
5 17
Rezolvare.
T 3t 3n 3r
i) —<—<—
2 5

5 :?eC":sin3—n>O;

14x
p iv) ctg—;
) ctg 3

ii) cosﬁzcos(4n+£)=cos£, 0<£<E:£ec,:cos£>o;
11 11 11 1 2 11
iii) tglzgm_tg 77r+ﬂ —tgﬂ, <E<E:—nec,:>tgﬁ>0;
17 17 17 2 17 17
o 21 2n © 2n 3n 2%
ctg—— =ctg| 4n+— |=ctg— , = <—<— C,>ctg—<0;
iv) ctg g( j 93 2 3 2 el g
. ; . 1in . 1ix
v) sin(—x)=-sinx = sin 5 =—sin=—/—

N T LT
sin—=sin| 2t+— |=sIih—
5 5 5

0<E<E:>gecl

. 37n
vi) cos(—x)=cosx = cos[—Tj

37 ( nj b
COS—— =C0S| 6+ — |=Cc0S—
6 6

O<E<E:>EGC|
2

6

37n
=C0S——

:sing>0:>—sin&<0<

:cos%>0:—cos?’7—n>0



3. Verificati dacd T =67 este perioada a functiilor f :R > R :
i) f(x)=sinx+cos2x ;

ii) f(x):sin%cosx.

Rezolvare.
i) f(x+T)=Ff(x+6r)=sin(x+6m)+cos2(x+6m)=sin(x+6m)+cos(2x+12x)=sinx +cos2x =f (x)
= f(x+6n)="f(x) = T =6n este perioadi pentru functia f;

X+ 671 X+ 671

i) f(x+T)=Ff(x+6mn)=sin -cos(x +6m)=sin -COs(X +67) =

= sin(§+ 2nj-cos(x+6n) = sin%cosx =f(x)=f(x+6m)="F(x)= T=6n este perioada pentru
functia f.

4. Comparati numerele:
.M T T e i T T T
i) sin—osin— ; ii) COS—0CoS—; iii) tg—otg—; iv) ctg—octg— .
) 3 5 ) 5 7 )97 g9 ) g9 g11
Rezolvare.

. . . w||3n . . . n 31
i) Functia sinus este crescatoare pe O'E , ?,2n si strict descrescatoare pe intervalul Py ; Cum

>

Telol
35 2

ii) Functia cosinus este crescitoare pe [, 2n] si strict descrescatoare pe intervalul [0,7]; Cum

|la wla
G|

. T . T
:>S|n—>sm§;

I T
— > —

s i
= C0S— < 0057;
,ge[O,n]

ojla o,

. v . b, m T
iii) Functia tangenta este strict crescatoare pe {—55]

T W
_>_
9 11
T

FXclol
9 11 2

iv) Functia cotangenta este strict descrescdtoare pe (0, 11) .

Cum :>Ctg£<ctg£-
j 7 9’

cum S> X i E X ok :>tg7t>tg7T
um — > — - . = —.
7 9 79 2 7 9
— i 2
5. S3 se arate c3 125#=1,2COSZX—1¢O.
2c0s°x-1
Rezolvare.

sin® X +cos? X =1=>sin’ x =1—cos’ X = 1—2sin? x :1—2(1—0052 x): 2cos’x -1

1-2sin’x _ 2cos’x -1 _1
2cos’x-1 2cos’x-1

6. 53 se arate c 2(sin6 X +c0s® x)—3(sin4 X +cos* x) =-1VxeR.

Rezolvare.



a®+Db? =(a+b)(a2 —ab+b2)
sin® x +cos® x = (sin2 x)3 +(cos2 x)3 = (sin2 X +C0Ss’ x)(sin4 X —sin? x cos® X +cos* x) =
= sin® x +cos® x =sin* x —sin? x cos? X + cos* X
2(sin6 X +cos® x)—3(sin4 X +cos* x) = 2(sin4 X —sin? x cos? x + cos* x)—
—3(sin4 X + cos* x) = —(sin4 X + 2sin? x cos® X + cos* x) = —(sin2 X +C0s° x)z =-1.
iii) Exercitii propuse
1. Determinati multimea valorilor functiilor:
i) f:R —>R,f(x)=4sinx;
i) f:R > R,f(x)=2cosx-5;
i) f 1R > R,f(x)=3-4sinx;
iv) f:R >R, f(X):
v) f1R >R, f(x)=2-|cosX|;
vi) f1R > R, f(x)=[sinx—1|+[sinx +1].

2. Verificati dacd T =4n este perioada a functiilor f : R — R, daca:
i) f(x)=cosx+sin4x ;

.3 X
.. f — on . ~
ii) f(x)=sin 5 cosz,
iii) f(x)=]sin 2x|+3cosx .

T
3. Verificatidacd T = 7 este perioada a functiilor f: A — R,A c R, daca:

. _1n X

i) f(X) =1g X

i) f(x)=ctgdx;

iii) f(x)=4tgx +5ctg(m—6x).

4. Stabiliti semnul urmatoarelor numere:

. . 91 y 157 487 . 61 . 457 . 447
i) sin—; ii) cos—; i) tg—; iv) ctg—; v) sin| ——— |; i) cos| ———
5 13 9 18 2 5

5. Sa se studieze paritatea si imparitatea functiilor:
i) f:R —R,f(x)=3sinx;
i) f:R > R,f(x)=1-3cosx;
i) f:R—> R, f
iv) f:R > R,f

X)= (x2 +1)sin X;

—_~ o~

X)=2sinXCosX ;
v) f :R—{(2k+1)g/keZ}—)]R,f(x)=3xtgx;

vi) fiR—{kn/k e Z} - R, (x) = xctg®x .
ii) Transformati in grade masurile o de la i)-v), considerdand = = 3,1 si numerele irationale \/5, «/é,\/g si

A6 aproximate cu o zecimal3 exacta.
6. Utilizand cercul trigonometric, sa se compare numerele:

i) sin35°osin 20°; c0s35°0co0s 20°; tg35°0tg20°; ctg35°octg20° ;
ii) sin100°osin150°;  c0s100°ocos150°; tg100°otgl50°; ctgl00°octgl50°;
iii) sin200°osin 250°; c0s200°ocos 250°; tg200°otg250°; ctg200°octg250°;



7. Comparati numerele:

L. M . W i i T, T
i) sin=osin—= ; C0S —0COS— ; tg—otg—;

7 9 7 9 7 9
. 2n . 8m 27 8n 2t . 8m
i) sin —osin— ; C0S —0C0S — ; tg—otg — ;

3 9 3 9 3 9
oIt . 4xm n An Tt . 4n
iii) sin—osin—;  c0S—mOCcoS— ; tg—otg— ;

6 3 3 6 3

8. Utilizand cercul trigonometric, sa se arate ca:

i) daca X,ye(O;gj SI X<y=sinx<siny si COSX >cCoSy;
ii) daca X,ye(g;nj $I X<y=>sinX >siny §i COSX >COSY;

3 . . . .
iii) daca x,ye(n;?nj $I X<y=>sinx >siny §i CoOSX <COSY;

. . 3n . . . .
iv) dacd X,y e ?;27: S1 X<y=>sinx<siny sl cosx <cosy.

o i1
ctg —octg—;
97D 99
27 8r
ctg—octg —;
93 g9

ctg 7—nuctg iy
6 3’

9. Utilizand cercul trigonometric, stabiliti semnul urmatoarelor expresii aritmetice:

i) (sin 48° —sin 46°)(tg48° —tg46°); ii) (cos48° —cos46°)(ctg48° —ctg46°);
s T . T . T . T 3r 3n
iii) sm(——j-[sm——sm—j; iv) cos(——}(cos——cos—j;
5 3 5 9 5
T . 5n 2n . 4¢
tg=-tg— ; i) ctg—-sin— .
v) 97 g g vi) ctg 5 5

10. Sa se demonstreze egalitatile:
i) (sinx+cosx)2 —(sinx—cosx)2 =4sinXCoS X ;
ii) cos? x(sin2 X +tg°X + cos? x) =1;
iii) ctg®x -cos? X —ctg®x +€0s’ x = 0.
11. S& se arate ca:
i) cos? x—sin? x = 2c0s? x —1=1—-2sin* x ;
i) sin? x+cos* x =1—2sin? x -cos? x ;
iii) (sinx+cosx)2 +(sinx—cosx)2 =2;
iv) cos? x —sin® x +2sin? x =1;
v) (1—sinx—cosx)2 =2(1-cosx)(1-sinx).
12. Sa se arate ca:
i) sin*x —cos* x =sin? x —cos? x ;
1 1

.. .2 .2
i) sin“ x=sin“y = - ;
1+tg’y 1+tg®x

i) ——c0os* X =0;
1+tg°x

tgx  1+ctg’x 1

iv)
1+tg?x  Ctgx

13. Dacd X € R astfel incat SinX +cosx = \/E, atunci sa se calculeze:

i) SinX-cosX ; i) sin®x +cos® x ;

iii) sin* x +cos* x .



