
 

 

Grupuri 

 

i) Considerații teoretice 

 

Fie G   și ( )x, y x y→   o lege de compoziție pe G. 

Cuplul ( ),G  este grup dacă sunt îndeplinite condiţiile (axiomele grupului): 

• „ ” este peste tot definită pe G: GyxGy,x  ; 

• „ ” este asociativă: ( ) ( ) Gz,y,x,zyxzyx = ; 

• element neutru: Ge  a.î. Gx,xxeex == ; 

• element simetrizabil: Gx,Gx   a.î. exxxx ==  ( x   este simetricul elementului x); 

 

Observaţii. Fie grupul ( ),G . 

1. Dacă legea  „  ” este comutativă (adică Gy,x,xxyyx == ) atunci ( ),G  se numeşte grup comutativ 

(abelian); 

2. Dacă += , atunci: 

✓ ( )+,G  se numeşte grup aditiv; 

✓ elementul neutru e se mai notează G0 ; 

✓ simetricul elementului x din G se notează –x şi se numeşte opusul elementului x; 

3. Dacă = , atunci: 

✓ ( ),G  se numeşte grup multiplicativ; 

✓ elementul neutru e se mai notează G1 ; 

✓ simetricul elementului x din G se notează 
1x −

 sau 
x

1
şi se numeşte inversul elementului x; 

4. elementul neutru „e” este unic; 

5. pentru orice element Gx  există un simetric unic x  . 

 

Grupurile ( ),G  şi ( ),G  se numesc izomorfe dacă există o funcţie f: ( ),G → ( ),G , cu proprietăţile: 

1) f este bijectivă; 

2) ( ) ( ) ( ) Gy,x,yfxfyxf =  . 

 

Dacă ( ),G  şi ( ),G  sunt grupuri, atunci aplicaţia f: ( ),G → ( ),G  se numeşte morfism de grupuri dacă este 

îndeplinită condiţia ( ) ( ) ( ) Gy,x,yfxfyxf =  . 

Observaţii.  

1. Dacă grupurile ( ),G  şi ( ),G   sunt izomorfe printr-o funcţie f (se mai scrie ( ) ( ),G,G
f

  atunci: 

✓ ( ) eef = , unde e şi e   sunt elementele neutre ale grupurilor ( ),G , respectiv ( ),G  ; 

✓ ( ) ( )xfxf −=− , unde –x şi ( )xf−  sunt simetricele elementelor x, respectiv ( )xf , în grupurile ( ),G , 

respectiv ( ),G  . 

 

 

ii) Exerciții rezolvate 

 

 

1. Să se arate că ( ),G  este grup abelian, dacă ( )G 1;= +  şi x y xy x y 2 = − − + . 

Rezolvare.  

i) partea stabilă dacă x, y G x y G     . 

( )

( )
( )( )

x G x 1, x 1 x 1 0
x 1 y 1 0 xy x y 1 0 1 xy x y 2 1

y G y 1, y 1 y 1 0

   +    − 
 − −   − − +  +  − − +  

   +    − 
 

( )x y 1 x y 1, x y G      +     legea „ ” este peste tot definită. 

ii) asociativitatea ( ) ( )
1 2M M

x y z x y z , x, y, z G  =      



 

 

( ) ( ) ( ) ( )1

a

M x y z xy x y 2 z a z az a z 2 xy x y 2 z xy x y 2 z 2=   = − − +  =  = − − + = − − + − − − + − + =  

( ) ( )xyz xz yz 2z xy x y 2 z 2 xyz xz yz xy x y z= − − + − + + − − + = − + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )2

b

M x y z x yz y z 2 x b xb x b 2 x yz y z 2 x yz y z 2 2=   =  − − + =  = − − + = − − + − − − − + + =  

( ) ( )xyz xy xz 2x x yz y z 2 2 xyz xz yz xy x y z= − − + − − + + − + = − + + + + +  

1 2M M=   legea „ ” este asociativă 

iii) Element neutru: Ge  a.î. Gx,xxeex == ; 

( ) ( )x e x xe x e 2 x xe e x x 2 e x 1 2 x 1 e 2, x 1 0 =  − − + =  − = + −  − = −  = −   

( ) ( )e x x ex e x 2 x ex e x x 2 e x 1 2 x 1 e 2, x 1 0 =  − − + =  − = + −  − = −  = −   

În concluzie, elementul neutru este e 2=  

iv) Element simetrizabil: Gx,Gx   a.î. exxxx ==  

( )
x

x x 2 xx x x 2 2 xx x x x x 1 x x , x 1 0
x 1

       =  − − + =  − =  − =  = − 
−

 

( )
x

x x 2 x x x x 2 2 x x x x x x 1 x x , x 1 0
x 1

       =  − − + =  − =  − =  = − 
−

 

Trebuie să demonstrăm că  

( )

0

0

x x x x 1 1
x G x 1, x 1 1 1 0 0 0, (A)

x 1 x 1 x 1 x 1





− +
     +      −     

− − − −
 

În concluzie, elementul simetrizabile este 
x

x
x 1

 =
−

. 

 

 

2.  Să se arate că ( ),G  este grup abelian, dacă ( )  1\;0G +=  şi 
ylnxlneyx = . 

Rezolvare.  

i) partea stabilă dacă x, y G x y G     . 

Fie Gy,x   atunci 0eyx ylnxln = 
 şi 1e ylnxln 

, pentru că 0xln0ylnxln1e ylnxln ===
 sau 

1x0yln ==  sau 
1y =

, ceea ce este absurd. 

ii) asociativitatea ( ) ( )
1 2M M

x y z x y z , x, y, z G  =      

Fie Gz,y,x   atunci ( ) ( ) zlnylnxlnylnxln ezezyx  == ; la fel se obţine şi  ( ) zlnylnxlnezyx = ; 

iii) Element neutru: Ge  a.î. Gx,xxeex == ; 
ln x ln e ln x ln ex e x, x G e x ln e ln x ln x ln e ln x ln e 1 e e

      =    =  =   =  =  = . 

iv) Element simetrizabil: Gx,Gx   a.î. exxxx ==  

Fie Gx ; se determină x (simetricul elementului x în raport cu legea „ ”) din egalitatea x x e , x G  =   ⇔

=
 ee xlnxln

 Gex1xlnxln xln

1

== . 

v) „ ” este comutativă: xyyxGy,x = ; 

Fie xyeeyxGy,x xlnylnylnxln === 
. 

 

3.  Să se arate că ( )M,  este grup abelian, dacă: 
























== z,y,x,

xyz

0xy

00x

A;AM ℝ,








− 2x  şi += BABA

( ) MB,A,IBA2 3 ++  („+” şi „·” reprezintă adunarea şi înmulţirea matricilor). 

Rezolvare.  

Se verifică axiomele grupului: 



 

 

P. „ ” este peste tot definită pe M: GB,A  , cu 
















=

111

11

1

xyz

0xy

00x

A  şi 
















=

222

22

2

xyz

0xy

00x

B , rezultă că 

+= BABA ( ) M

xyz

0xy

00x

IBA2 3 
















=++ ,  

unde ( )1xx2xxx 2121 +++= , ( )212121 yy2yxxyy +++= şi += 21xzz  

( )212121 zz2zxyy ++++ . 

A. “ ” este asociativă dacă ( ) ( )CBACBA = (proprietatea se verifică fără dificultate, ţinând seama de P.); 

N. element neutru: există ME  a.î. MA,AAEEA == . Matricea E se poate determina prin calcul direct 

din egalitatea MA,AEA = ,sau altfel (ţinând seama de reguli de calcul din inelul (M3(ℝ),+,·)): 

( ) =−+++=+++= 333 0AI2E2A2EAAIEA2EAAEA  

( ) ( ) 333333 0II2AEI2A0I2AE2EA =+++=+++ . Aşadar avem că: 

( ) ( ) 333 0IEI2A =++  (1); observând că dacă MA  şi 
















=

xyz

0xy

00x

A  
















+

+

+

=+

2xyz

02xy

002x

I2A 3  

şi ( ) ( ) +=+ x,02xI2Adet
3

3 ℝ∖{-2}, 

deducem că matricea 3I2A + este inversabilă, deci există ( ) 1
3I2A

−
+  în inelul (M3(ℝ),+,·).  

În aceste condiţii egalitatea (1) devine: ( ) ( ) ( )=+++
−

33
1

3 IEI2AI2A  

( ) =++=
−

333
1

3 0IE0I2A M

100

010

001

EIE 3 
















−

−

−

=−= ; 

S.elemente simetrizabile: MA,MA   a.î. EAAAA == . 

Dată fiind matricea 
















=

xyz

0xy

00x

A din M, simetrica acesteia A  se poate determina, prin calcul, din egalitatea 

EAA = . Se poate proceda şi astfel: 

( ) =+++=+++= EI2A2A2AAEIAA2AAEAA 33

−−=+=++++ 3333 I2A2A2AA0II2A2A2AA ( ) 33 I2A2AI2A −−=+  (2).  

Ţinând seama că ( ) 0I2Adet 3 + deducem că există ( ) 1
3I2A

−
+  în inelul (M3(ℝ),+,·).  

Egalitatea (2) devine ( ) ( ) ( ) ( )3
1

33
1

3 I2A2I2AAI2AI2A ++−=++
−−

, deci 

( ) ( ) ( )
( )

( )−−
+

+
=+++−= 3

3

1
33

1
3 I2A

I2Adet

1
I2AI2A2I2AA , 

se obţine: 
( )

( )

( )2

2

2
2x

2xzy
z,

2x

y
y,

2x4

3x2
x,

xyz

0xy

00x

A
+

+−
−=

+
−=

+

+
−=























= . 

Se dovedeşte fără nici un fel de dificultate că ABBAMB,A = . 

 

 


