Grupuri

i) Consideratii teoretice

Fie G=D si (X,y) > X*Yy o lege de compozitie pe G.
Cuplul (G,*) este grup daca sunt indeplinite conditiile (axiomele grupului):
e k7 este peste tot definitd pe G: VX,ye G = x*xyeG;
e %7 esteasociativi: (x*y)*z=xx*(y*z)Vx,y,zeG;
e elementneutru: 3eeG al x*e=e*x=X,VxeG;
e element simetrizabil: ¥x € G,3x' e G ai x*x'=x"*x=¢e (X' este simetricul elementului x);

Observatii. Fie grupul (G,x).
1. Dacid legea ,, *” este comutativa (adica x *y = y*X =X, VX, y € G) atunci (G,*) se numeste grup comutativ
(abelian);
2. Daca * =+, atunci:
v (G,+) se numeste grup aditiv;
v elementul neutru e se mai noteazd Og ;

v simetricul elementului x din G se noteazd —x si se numeste opusul elementului x;
3. Daca *=-, atunci:
v (G,) se numeste grup multiplicativ;

v' elementul neutru ¢ se mai noteaza 1g ;

. . L - 1. . .
v simetricul elementului x din G se noteaza x * sau —si se numeste inversul elementului x;
X

4. elementul neutru ,,e” este unic;
5. pentru orice element X € G existd un simetric unic X'.

Grupurile (G,*) si (G',c) se numesc izomorfe daca existi o functie f: (G,x) — (G',), cu proprietatile:

1) feste bijectiva,
2) f(X*y):f(X)of(y),VX,yEG.

Daci (G,*) si (G',) sunt grupuri, atunci aplicatia f: (G,x) — (G',c) se numeste morfism de grupuri daci este
indeplinita conditia f(X * y) S f(X)o f(y), vX,yeG.

Observatii.

1. Daca grupurile (G,*) si (G',) sunt izomorfe printr-o functie f (se mai scrie (G,*);(G’,o) atunci:
v f(e)=¢',undeesi e’ sunt elementele neutre ale grupurilor (G,*), respectiv (G',);
v f(-x)=—f(x), unde —x si —f(x) sunt simetricele elementelor x, respectiv f(x), in grupurile (G,*),
respectiv (G',0).

ii) Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ci (G,*) este grup abelian, daca G = (L+00) i X*y=Xy—-X-y+2.
Rezolvare.
i) partea stabila dacél VX, yeG=x*yeG ‘

xeG=xe(lL+0)=>x>1=>x-1>0
= (x-1)(y-1)>0=xy-x-y+1>0+1l=>Xxy-x-y+2>1=
yeG=ye(L+wo)=>y>1=y-1>0

= x*y>1=x*ye(L+0)=x*yeG= legea,, * este peste tot definita.

ii) asociativitatea | (X *y)*z =x*(y*2),VX,y,2eG
e e g

M, M,




M, =(x*y)*z=(Xy—X—-y+2)*z=a*z=az-a—2+2=(Xy—-X—-y+2)Z—(Xy—-X—-y+2)-z+2=
%{—/

=XYZ—XZ—YZ+2Z—-XY+X+Y—2—-2+2=XyZ—(XZ+YyzZ+XY)+(X+Yy+2)
M, =x*(y*z)=x*(yz—y—-2+2)=x*b=xb-x-b+2=x(yz-y-z+2)-x—(yz-y-z+2)+2=

A

b

= XYZ—XY—XZ+2X—X—YZ+Y+Z—2+2=XyZ—(XZ+YyZ+Xy)+(X+y+2)
M, =M, = legea ,,*” este asociativa
iii) Element neutru: 3e e G ai. x*e=exXx=X,VxeG;
X*e=X=>Xe—X—-e+2=X=>xe—e=X+X-2=e(x-1)=2(x-1)=e=2,x-1=0
exX=X=>eX—-e-X+2=X=>ex—e=X+Xx-2=e(x-1)=2(x-1)=>e=2,x-1=0
In concluzie, elementul neutru este e =2
iv) Element simetrizabil: Vx € G,3x" € G ai x*x'=x"*x=¢

X
x*x':2:xx’—x—x'+2:2:>xx’—x':x:>x'(x—l):x:x’:—l,x—lsto
x_

x’*x:2:>x’x—x’—x+2=2:>x’x—x’=x:>x'(x—l):x:x’:il,x—lqto
X_
Trebuie sda demonstram ca
>0
x’eG<:>x’e(1,+oo)<:>x’>1<:>i>1<:>L—1>0<:>X_—X+1>0<:>L>O,(A)
x-1 x-1 x-1 x-1
>0

. ) . o X
In concluzie, elementul simetrizabile este x' = 1

2. Sd searate ci (G,*) este grup abelian, dacd G = (040 )\ {L} i x *xy=e"*Y
Rezolvare.
i) partea stabila dacé{ vX,yeG=>x*xyeG ‘

Inx:Iny _

Fie x,yeG atunci x*y=e"™"Y 50 si e 21 pentru ci e lohx-ny=0<Inx=0 sau

Iny=0<x=1sau  , ceea ce este absurd.

ii) asociativitatea [(x *y)*z =x*(y*z),VX,y,z€G
| — (S —

M, M,

Fie X,y,ze G atunci (x * y)* Z= (eln x-|ny)* 7 — glhxinyinz - la fel se obtine si X * (y % Z): gihxinyinz :

iii) Element neutru: Je e G a.i. X*e=e*Xx=X,VXeG;

x*xe'=X,VxeG < e =x < Ine™" =Inx = Inx-Ine'=Inx=Ine'=1<¢e'=e.

iv) Element simetrizabil: Vx € G,Ix' e G ai x*x'=x"*x=¢

Fie X € G ; se determind X' (simetricul elementului x in raport cu legea ,, * ) din egalitatea x*x' =¢’,¥x € G &
1

e"NX gy Inx-Inx' =1l x'=ehx G,

V) ,,*” este comutativd: VX,yeG << X*xy=y*X;

Inxny _ AInyInx

Fie X,yeGox=xy=e e =y*X.
x 0 0

3. Sdsearate ca (M, *) este grup abelian, daci: M={A;A=|y x 0|X,y,zeR x=-2;si AxB=A-B+
z y X

Z(A +B+1, ), VA,BeM (,,+”si,,” reprezinta adunarea si inmultirea matricilor).

Rezolvare.
Se verifica axiomele grupului:



X, 0 0 X, 0 O
P. ,,*” este peste tot definitd pe M: VA,BeG,cu A=y, X; 0| si B=|y, X, 0 [, rezulta ca
21 Y1 X Z; Y2 X
x 0 0
Ax*B=A-B+2A+B+l3)=ly x 0|eM,
zZ y X
unde X =X;X, +2(X; + X, +1), Yy=y1X, + X1, +2(y; + Y, )si Z=2,x, +
V1Yo + %12, +2(21+25).
A. “*” este asociativa daca (A * B)*C = A * (B * C)(proprietatea se verifica fara dificultate, tinnd seama de P.);
N. element neutru: exista EeM a.i. A*xE=E*A=A,VA e M. Matricea E se poate determina prin calcul direct
din egalitatea A *E =A, VA € M ,sau altfel ({indnd seama de reguli de calcul din inelul (M3(R),+,")):
A>1<E=A<:>A-E+2(A+E+I3)=A<:>A~E+2A+2E+2I3—A=03 =
S AE+2E+A+213=0; < (A+2l5)-E+(A+2l;)-1; =0;. Asadar avem ci:

x 0 0 X+2 0 0
(A+215)-(E+15)=05 (1); observand ci daci AeM si A=|y x 0| =A+2l;=| y x+2 0
zZ Yy X z y  X+2

si det(A+215)=(x+2)* 20, vx eR\{-2},
deducem ca matricea A + 2I; este inversabild, deci exista (A + 21 3)_1 in inelul (M3(R),+,").
in aceste conditii egalitatea (1) devine: (A+2153)"-(A+215)-(E+1;)=
-1 0 0
—(A+213) 10, >E+I;=0,=>E=-I;,=>E=| 0 -1 0 |eM;
0 0 -1
S.elemente simetrizabile: VAeM,3JA’e M ai A*A'=A"*A=E.
x 0 0
Dati fiind matricea A=|y X 0 |din M, simetrica acesteia A’ se poate determina, prin calcul, din egalitatea
Z y X

A=*A'"=E. Se poate proceda si astfel:
A*A'=E= A-A+2A+A +1;)=E= A-A'+2A+2A'+2l; =E <

SAA+2A+2A +2l5+13=0; S A-A'+2A = 2A-2]; & < (A+215)-A'=2A-21, (2).
Tinand seama ci det(A + 2I,)# 0 deducem c existd (A +215)™" in inelul (Ma(R),+,).

Egalitatea (2) devine (A+215) (A+215)-A'=~(A+21;)™"-(2A+2l,), deci

A =—(A+21,) (2A+2 A2l o1 (Ar21)
( + 3) ( + 3)<:>( + 3) det(A+2I3)( + 3):
x' 0 0 oy 13 ) ,
seobtine: A'=|y" x' 0 | x'=- X+ Y =— y Z,Z,:_y —Z(X: )
F oyt ! 4x+2 (x+2) (x+2)
'y X

Se dovedeste fara nici un fel de dificultate ca VA,BeM < A*B=B=*A.



