Numere complexe

1) Forma algebrici a numerelor complexe
z=x+iy(x,yeR)

Exprimarea

se numeste forma algebrica a numarului complex z.

Numerele reale x, respectiv y se numesc partea reald, respectiv parte imaginara pentru numarul complex z,

notandu-se, respectiv, | X =Rez|si|y=Imz|

Dacd z; = X; +iy; (X, Y1 € R) si Z, =X, +iy, (X,, Y, € R), atunci:

‘Zl =2, S X +iy; =X, iy, S X =X, 51 yp = yz‘- egalitatea a doud numere complexe;

2) Operatii cu numere complexe scrise sub form4 algebrici

vz, =(X; Y1) si 2, =(X55y,)eC, avem:

2y +2y = (X +iyp )+ (Xg +iy, ) = (X + X5 ) +i(yy +Y5)

si

ARES :(Xl +iY1)'(X2 +iYZ):(X1X2 —Y1YZ)+i(X1Y2 +X2Y1) ;

At 1

X—iy

X iy

7 x+iy: (x+iy)(x—iy) X2 y?

X% +y?

. . -4k Akl
Puterile naturale aIeIunsunt:‘l =1i"" =1i,i

S4k+2

1,i%*3 — _j vk e N|

3) Numere complex conjugate
Fie z=x+iy(X,yeR) si z#0.

E:x+i(—y)=x—iy
Proprietati ale numerelor complex conjugate:

Numarul complex

se numeste conjugatul numarului complex z.

a)z+zeR; z-zeR, REZ=%(Z+£),Z€C, Imz=%(z—£),2ec;

b)zeRez2=12;
C) 21+2, =2,+2,,Y2,2, €C;

d) Z,+Z, .+ 2, =21+ 2, +

e) 2,:2,=2,-2,,Y2,,2, €C;

f)z,-z,-.....: Z,=2,-2,
2,) 7 .
g | L |==2,vz €C,z, eCh.
Z, z,

4) Modulul unui numir complex

FiezeC,z= X+iy(x,yeR) si z# 0. Numarul real

Proprietati ale modulului:
a) |720, VzeCsi |z =0 2=0;

b)‘g‘:|z|,z€(c;
c) |z|2 =77, 2€C;

e) |21-2,| =z1|-|2,], V21,2, € C

f) 2025 e 2y | = 2] |22 o] 20
g) |2" :|z|n,VZe(C;

z |Zl| *
h) |2 == vz, eC,z, e C*;

22 |22| 1 2 ’

20, V24,25,0,2, € C,nEN", n22;

z|=+a% +b?
d

| v21,25,....2, € C, neN, n22;

N *
..... +2,,Y2,,2,,..,2,€C,neEN", n22;

se numeste modulul numarului complex z.



f) |z|=l<:>2=%,2e<C*;

8) |2, +2,|<|z|+|2,]. V21,2, € C.

5) Rezolvarea in C a ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali
Fie ax? +bx+c=0,aeR*,b,ceR

—b—ivJ-A
T
Daci|A=b?—-4dac<0= ? , ecuatia are doua solutii complexe, conjugate
_ —b+iv-A
2 2a
6) Relatiile lui Viete
b
Fie ax’ +bx+c=0,aeR",b,ce R cu radicinile X;,X, € C. Relatiile lui Viete sunt: c a
XX, =—
12 =0

Formule utile:

1 %2+ %2 = (X, + %, )F = 2% X,

2. %% %% = (X + %5 )° 3% X, (X +X)

Daca se cunosc raddcinile X;,X, € C, ecuatia de gradul 2 cu aceste solutii are forma
unde S=X;+Xy,P=X;-X,

Daca se cunosc raddcinile X;,X, € C, ecuatiei ax? +bx+c=0,aeR",b,ceR atunci

ax’ +bx+c=a(x-x;)(X—x,)

7) Ecuatii bipitrate cu coeficienti reali
Forma generala a unei ecuatii bipatrate cu coeficienti reali este
‘ax4 +bx?+c=0,a,bceR,a=0

Etape de rezolvare:
- se face substitutia si se obtine ecuatia de gradul al doilea at* +bt?+¢c=0
~bx /A
2a
—bFiv-A

2a

Cazl:Dacd A>20=t, = solutii reale;

Caz2:Dacd A<0=1t), solutii complexe, conjugate

- se rezolva ecuatiile x? =t, si X’ =1t,

Caz1:Dacd t,t, e R,t; >0,t, <0= x =4/t ;

Caz 2: Daci t;,t, € C\R atunci ’X =o+pi,a,peR ‘, apoi se rezolva ecuatiile (a+Bi)2 =t si

(oc+[3i)2 =t,.




ii) Exercitii rezolvate

1. Fie numarul complex z =3i—2. 53 se determine Re(z), Im(2),z si |Z|
Rezolvare.
Rez=-2
Imz=3
2=81-2=97-32--3i-2

2| = |3i—2| = /(-2)? +3? = J4+9 = 13
2. Fie numerele complexe: 3-2i;4+5i;-3-7i;i—5; —3i;—%;4i;3; -2; 3/;+,3/2(X +5)i. S& se precizeze pentru

fiecare dintre aceste numere: Re(z), Im(z),z si |Z|

Rezolvare.
(i) Re(3-2i)=3;Re(4+5i)=4;Re(-3-7i)=-3;Re(i—-5)=-5;

Re(-3i)=0; Re(—%) ~ 0;Re(4i) = 0;Re3 = 3Re(~2) = —2; Re(¥/x + {2(x +5)i ) = ¥x
(i) Im(3-2i) = ~2;Im(4+5i) = 5,Im(-3—7i) = ~7;Im (i ~5) =1; Im(~3i) = -3

Im(—%j:—%; Im (4i) = 4; Im3=0; Im(~2) = 0; Im(¥x +3f2(x+5)i) = 3f2(x +5) .

(iii) 3— 2i = 3+ 2i:4+5i = 4—5i;—3—7i =—3+7i;ﬁ=—i—5;—_3i=3i;—%=

3’/;+«3/2(x+5)i = 3/;—‘3/2(x+5)i
(iv)[3-2i| = V3% + 42 = 5;|4 +5i| = 42 + 52 = /41;|-3-7i| = /58 ;

|i—5|=,/(—5)2+12 = /26;|-3i| = /(-3 :3;‘—%‘: (—%}2 :%;
jai[ =42 = 4[3 =3 -2| = 2; ‘W+Wi‘:\/(y;)2+(m)z |

3. Sa se determine numerele reale x si y pentru care are loc egalitatea:
(Bx+1)+yi=(2x+y)+(3=x)i.
Rezolvare.
Doua numere complexe sunt egale daca au partile reale, respectiv coeficientii partilor imaginare egale, deci
3X+1=2x+y Xx-y=-1 x=1
& = .
y=3-X X+y=3 y=2

L; 4i=—4i;3=3-2=-2;
2

egalitatea din enunt este echivalenta cu: {

4. S3 se deduci o reguld generald pentru calculul lui i",neN.
Rezolvare.

-4 . . .
i"=1 i=i"-i=1

Deoarece restul impartirii unui numar natural la 4 poate fi 0, 1, 2 sau 3, rezultd ca orice numar natural n
poate avea una din formele: N =4k,n=4k+1,n=4k+2 sau n=4k+3,k e N;



1,daca n =4k;
) s i,daca n=4k+1;
Retinemca: i = 5 ke
—1,dacd n=4k+2;
—i,dacd n =4k +3;
Concluzie: i" =", unde r este restul Tmpartirii luin la 4.
5. Fie numerele complexe z; =2—i,Z, =-2i+1,25 =i . S& se calculeze:

)(2+25)+ 23,2, +(2,+23) (21 +23) + 25,2+ (23 + 25 ) ;

i) (2y-2,) 23,2, (27 23)

Z, z
i) —L+-2.
Z; 13
Rezolvare.
i) (z,+25)+25 =[(2 i)+(-2i+1) }+| (—3i+3)+i=-2i+3; analog se calculeazs celelalte expresii si se

obtine: z)+(z, +23)=(2,+23)+2; =2 +(23+2,) =-2i+3;

i) (2,-2,)-23 =[ (2-i)-(-2i +1) |- (4|+2| +2—i)-i:—5i2:5;
-2

2,:(2,-23) = (2~ )[( |+)J (2 i)(—2i2+i):5;

oz 2-i (2-1)(2i+1)  3Bi+4 z, -—2i+1 -i(-2i+1)
i) 2L === _Sirdz, A Py
z, -2+l (2i+1)(=2i+1) 5 'z, i 1

7 2, _3i+4 , . 14-2

z, 2, 5 5

6. Determinati numarul complex z pentru care 3z —2z=4-5.
Rezolvare.
Fie z=X+yi=>z=X+Yyi=X-Yi
3(x+iy)—2(x—iy) = 4-5i = 3x +3iy — 2x + 2iy = 4—5i = X +5iy =4 -5i =

=>x=4,y=5=z=4+5i.
7. Determinati numarul complex z pentru care z-1= |Z|—2i .

Rezolvare.

Fie =X +Yi = |z|=x* +y?
z-1=|z|-2i & x+iy-1=\x"+y* -2 & x-1+iy =X’ +y* -2i &
@{x—l: X+ =x-1=x2+4

y=-2
Prin ridicare la patrat, vom obtine: X2 -2x+1l=x*+4=x = -5 =>z= _E_Zi .

8. Se considera a € R si numarul complex z = 2+(2—5a)i . Sd se determine a€ R pentrucare zeR.

Rezolvare.

ZGR©2—53=0:>—53=—2:>H=§.

9. Sa se rezolve in C ecuatia X2 —8x+25=0.

Rezolvare.
. X1=8—|2«/—A=8—|2\/%=8—26|=4_3i
b=-8=>A=-36=> .
c=25 Xl:8+|2\/—A:8+|2\/£:8+26|:4+3i



10. S3 se rezolve ecuatia 74 -272-8=0.
Rezolvare.

Notsm zZ:t:tz—Zt—8:O,A:36:>{
5=
2 _ 2 _ _ __ 9.
=4 =>2"=4=2,=212,=-2;
?=2=72=2=z,=i2,2, =2
11. S3 se rezolve ecuatia 7% —622+25=0.
Rezolvare.

6—iv-A 6-8i

=3-4i si
2 2

Notdim z? =t =1t —6t+25=0,A= 64 = t, =

t2:6+'T VoA 64814 4

A rezolva ecuatia z2 = L= z? =3—4i revine la a determina numarul complex z=a+bi,a,beR.

2 .2

2 a?-b%=3 a”-b"=3
(a+bi) :3—4i<:>(a2—b2)+2abi:3—4i<:>{b s Tpo2
ab=- — -
a

_2)? 4
az—(—j =3ca’-—=3a'-3°-4=0
a
Notdm a? =y =y? -3y -4=0,A=25y, =-1y, =4
a?=4=>a =-2a,=2sia’=-1=>agR
a1:—2:>bl:_—§:1 i a2=2:b2=_?2=—1

Prin urmare, Z; =-2+i si Z, =2-1i.

Similar se rezolva ecuatia z° =3+4i si se obtin solutiile Z3=2+isi 2, =-2-1.
12. S5 se determine valoarea parametrului real m dacd x° —(m —i)X +20+5i =0 admite o radéacina reala.
Rezolvare.

Fie a rddécina reald = o —(m-i)a+20+5i=0= o —mo +io+20+5i =0

a2 —ma+20=0 {ocz—moHZO:O {m=—9
= f—

2_ 1 =
:>(a ma+20>+|((x+5) O:{ _—

a+5=0 a=-b
13. S3 se determine parametrul complex m dac3 ecuatia 2m22—(m+i)z+i—3=0 admite raddcina z=1-i.
Rezolvare.

Tnlocuim pe z cu (1-i) avem: 2m(1—i)2 —(m+i)(1-i)+i-3=0=

= 2m(1-2i+i’)~(m+i-mi-i’)+i-3=0= -3mi-m-4=0=m(-8i-1)=4=

4
= m=——. Amplificam cu conjugatul si obtinem:

4 _A(Bi-1) 4(3i-1) 2(8i-1) 6i-2 ‘

T 3i-1 941 10 5 5
1-i
14. Sa se scrie ecuatia de gradul 2 cu coeficienti reali care are o solutie de forma X; = 1—
+1
Rezolvare.
Folosim formula x> —=Sx+P =0,S= X1+ X5, P =X; X,
2
1-i (I-1) 1-2i+i® 21 . -
== (2 )2 = =—=—-1=X, =X; =1 este cealaltd solutie a ecuatiei de gradul 2.
1+i 1°—i 2 2
S=X;+X, =—-i+i=0,P=(~i)-i=-i?=1=x*-0-x+1=0=x*+1=0.




15. S3 se rezolve ecuatia x*—3x2+1=0.
Rezolvare.

x*—3x2+1=0
Notam x? =t =1t -3t+2=0,A=1t, =1t, =2
X2 =1=x=41; X’ =2=>x=12.

< x 2 <
16. Fara a rezolva ecuatia X“ —X+2 =0 s3 se calculeze:

L1 1 . . 1 1 X, X
) —+—; i) x2+x,2%; i) x2+x,%; i) n . v) 2L 2
X1 Xy X1 +2 Xy, +2 Xy X
X X
vi) JL X2
2 2
Xom Xy
Rezolvare.
b
a=1 __Y_
9 Viete Xp+Xy = a_l
X°—X+2=0=>b=-1 =
2 X, - X ¢ 2
C: 1~ 2:—:
a

X Xz XX
. 2
i) X,? +X,° = (X +X,)” —2%X, =1-2=—1;

i) X, 4 %,° = (Xg %, ) 3% X, (X +X,) =1-3-1.2 =5

iv) 1 N 1 X +2+%+2 Xy +Xo +4 5
X 42 Xp+2 (X +2)(Xp+2) XX, +2(x +Xp)+4 8
v X1 Xy x12+x2 1
X, X; XX, 2’
3.3
vi)i Xg X X" 5

17. Determinati forma ecuatiei de gradul al doilea care are radicinile complexe X; =1-i si X, =1+1i.
Rezolvare.

x? —Sx+P =0,unde S=X; +X, si P =X;X,

S=X;+X, =1=i+1+i=2; P=xx, = (1-i)(1+i)=1-i* =2

Ecuatia cerutd are forma: x2—2x+2=0.

18. Descompuneti in factori liniari trinomul de gradul al doilea X2 —3x +5.
Rezolvare.

x? =3x+5=a(x—X; ) (X=X, )

o 3-iWA _3-iIL

1
2 2 2
X°=3x+5=0; A=-11=>
X _3+iv-A  3+iv1l
)= =
2 2

x? —3x+5:{x—3_iJl_lJ[x—3+i\/l_lj.

2 2



iii) Exercitii propuse
1. Fie numerele complexe: 3—7i;2+3i;—6—1i;2i —4;—6i; —§;7|; 6;-7; \/;+ \2Xi. S3se precizeze pentru fiecare

dintre aceste numere: Re(z) si Im(z).
2. Sa se determine numerele reale x si y pentru care au loc egalitatile:
i) (3x—4)+2i=2+(3-y)i;
i) (4—5x)+(3-2y)i=2-5i;
iii) (X+2y)+(-3x+y)i=—1+4i;
iv) (1-2i)x+(1+2i)y =1+i;
v) (2+i)x—(2-i)y=x-2y+3i.
3. Sd se calculeze:

i) (5-7i)+(1+3i);ii) (—2+i)+(3-5i);iii) 3(2—4i)-2(1-i);iv) [%_ij_(z_lzj;
v) (E_l.) (1 1. ] vi) (l_lij{%—i j vii) \/_(\/_sﬂ\/_) viii) \/‘(\/—Oﬂ\/g).

3 2 2 3 4 2
4. Sa se calculeze:

i) (2+1)(4+3i) i) (1-1)(2+3i)ii) (4 -3)(4i+3)5iv) (i+2)°v) (2 -3)°vi) (i-B)(3+2i);

vii) (1—i\/§)2 svii) (1+1)(1+20) (1+30) ;i) (1-i)° ;%) [_i_iﬁJ \

2 2

5. Scrieti opusul si inversul urmatoarelor numere complexe:
i) 2, =1-1;ii) 2, = 2-3i;iii) 2z =—1+4i;iv) z, =3+iv/2 ;v) z5 = —/3+i2.

6. Sa se scrie sub forma algebrica numerele complexe z, in urmatoarele cazuri:

.\ 2
i)z= ! _;ii) z= L _;iii)Z:l—_;iv)Z:%;v)Z:(—5+i)(3+2i);vi)2=[ﬂj ;

5+4i 5-4i 1+i i |
vii) 2= L vy 2= (L+1)(A- )(1+2I)(1—2i).
e i) (i)

7. Fie numerele complexe z; =1-i,z, =i+3,Z;3 =2i+1. S3 se calculeze:
)(20+25)+23.2,+(25 +23), (20 +23) + 25,2, + (23 + 25 ) ;
i) (2y-2,) 23,2, (2, 23)

v 2 Z
i) L +-2.
Z, Z3
8. Sa se calculeze:

i) 128;ii) 052 5ii) i1%%; iv) 12992 v) (—i)zzs;vi) (—i)432;vii) 1+i+i? +...+i10;viii) 1-i-i% .9,
ix) (1+i) :x) (1+i)
9. Determinati conjugatele urmatoarelor numere complexe:
i)z, =2+3i;ii) z, =—1;iii) Z3=1-2;iv) 2, =-1-3i ;v) z4 =—22i+/3 vi) z4 =(-i-1)(i+2);
i 1. 3 ) T\ (o . = :
vii) z, :(_EHlj(EH}V“I) Zg =(l—3l)(2l—3);lx) Zg :(—3I)(1—4I).
10. Sa se scrie sub forma algebrica:
2+3i . 1-i 1+ 2-3i 1-5i i i i+1

Ve Y T ™ T L

11. S& se determine Z=X+1iy,X,y € R, astfel incat:

i) iz +22 =1—i;ii) (1+i)z+iz =3+ 2i ;i) 22+32=6+3i;iv) z-2=2-3i;




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

v) i-2+(m).z:2i_—5+i.

Se dau numerele complexe z; =1+1,z, =-2—1,2; =3i - 2. S& se calculeze:

i) [21]|2,]. |23 510) |20 — 25 + 25|, |22, + 2, — 25 i) |2, - 25|, |25 - 23|25 - 24 ;
2
iv) 4 , Z2 , ) RY) ‘212‘,‘222‘,‘232 Vi) 23'21
220123 |4 Z,

Determinati numerele complexe z € C, din urmatoarele relatii:

i) |z|]—z =1-i i) |z| =z +1+2i;iii) 2z+3|z| = 21+8i;iv) 2° ~5|z|+6=0;

Sa se determine a € R pentrucare zeR.

. - 1 2\ 2 .

i) z=-3+(3a-9)i;ii) z :§+(l—a )I ;iii) z:2+(a —3a+2)| .

Sa se rezolve in C urmatoarele ecuatii:

i) x2 +1=0;ii) x? +11=0;iii) x* =-100; iv) (x-1)° ==9;v) x> ~2x+2=0;

vi) X2 =3x+4=0vii) X2 —6x+13=0viii) 4x*> —4x+17=0;

Sa se descompuna n factori, expresiile:

i) X2 = 2X+2 = 0;ii) X2 +6x+10 = 0;iii) X* 10X +26 = 0;iv) 4x> —4x-5=0;v) 9x*> —12x +13=0;

Fie ecuatia de gradul al doilea x?-x+2=0 cu solutiile X{,X, . Fard a rezolva ecuatia dat3, sa se calculeze:
1 1

i) — +—ii) X%+ x,%;iii) ;
X; Xy X1 +2 Xy,+2 Xy X X" X,

1 .. X X X X
;iv) —1+—2;v) X13+X23;VI) —12 +—22 .

Fie ecuatia de gradul al doilea x> -2x+3=0 cu solutiile Xq,X, . Fard a rezolva ecuatia datd, sd se calculeze:

. N L X X X+l x,+1
i) X%+ %57 500) X+ %% Xt xtiv) =Ry =2
X;" X X, +1 X7 +1

Sa se formeze ecuatia de gradul al doilea cu coeficienti reali care are una dintre solutii egala cu:
. . L 1 i+3
i) 2—i;ii) 3i—2;iii) i(i+1);iv) ——=;v) =—.
=1-i 2—i
Dacd Xy, X, sunt solutiile ecuatiei x® —x—3=0 si se formeze ecuatia de gradul al doilea cu solutiile Yy,Y,

, stiind ca:

. .. 1
) Y1 =X =2, =Xy =2;ii) Yp =3+Xg, Y, =3+ Xy iii) Y1=X—aY2 =
1

=
[N
[N

V) V1= X7, =X,

Rezolvati urmatoarele ecuatii bipatrate:

i) x* =5x% +4=0;ii) x* +3x% -4 = 0;iii) x* —5x%>-36=0;iv) x* ~10x*> +16 =0;
v) X* +13x2 +36 = 0;vi) 4x* +4x* +1=0.



