SIRURI MARGINITE

i) Consideratii teoretice

Un sir de numere reale (x,) .. se numeste marginit inferior daca:

Ja.eR astfelincat a <x,,VneN.

Observatii:

a) o este minorant pentru toti termenii sirului (x,) .

b) (X, ), Nu este mérginit inferior daca:

Vo eR,3 cel putin un termen din (x,) . al a>Xx,

neN
Un sir de numere reale (Xn)neN* se numeste marginit superior daca:

B e R astfel incat x, <p,VneN.

Observatii:

a) p este majorant pentru toti termenii sirului (x, ) _ -

b) (X,),_+ Nu este mérginit superior daca:

VB eR,3 cel putin un termen din (x,) .. al x, >
1. Un sir de numere reale (x,) .. se numeste sir marginit daca:

Ja,peR al. a<x,<B,VneN
2. Un sir de numere reale (x, )

oyt S€ Numeste sir marginit daca:

AM>0 al |x,[|<M,vneN"
Un sir care nu este marginit se numeste nemarginit.

ii) Exercitii rezolvate

1. Studiati marginirea urmatoarelor siruri de numere reale:

i) X, :%,neN;
i) X, :l,neN*;
n
i) X, =%,neN*;

iv) X, =1+(-1)" ,neN";



vi) x, =/n+1-vn,neN";
n n
vii) x;, :ﬂ,neN_
3-4" 45"
Rezolvare:

i) EIM——>O al |X |—‘ <%VneN:( )nEN* marginit;

i) neN" S n>150< <1 X, €(0:1]= (X, ), marginit;
n €

n
neN"=—>0

iii) n+ = X, e(O;l):> (Xn)n N+ Marginit;
n €
n<n+if(n+l)=>—<1
n+1
= 2k =1+(-1)* =1+1=2
iv) " = Kok +( ) 2:1 = X, e[O; 2]3 (X“)neN* marginit;
N=2K+1= Xp,q =1+(-1)"" =1-1=0
) ‘n+(—l)”‘ ‘n+(—1)” |n|+‘(—1)”
W xe = EY = < 0t ame1so
n+1 ‘ In+1 n+1 n+1 n+1

astfel incat

[—1;1] = (Xn )nEN* marginit;
(m‘\/ﬁ)( n+1+\/ﬁ)_ n+l-n 1

Jn+1+4n Cn+l+dn Jn+l+dn

neN*:>n21:>\/ﬁzlz>is

vi) x, =Jn+1-+h=

§|

1 11 1

X, = < = <s=
2
\/ﬁ<\/m:> n+1+\/ﬁ \/H+\/E 2«/H
\/n+ \/ﬁ

1 .
Xn G(O,Ej: (Xn )nEN* marginit;

vii) 3" <4"[2=2-3"<2:4"[+4" = 2.3" +4" <2:4" +4" =3.4"

11
3-4"+5"  4.4"

4" <5 +3:4" =3-4" +4" <3-4" +5" = 4.4" <3.4" +5" =

. 2:3"+4" 34" 3 3 .
Prin urmare, X, = =—=X, €| 0;— | =(X,),_, marginit;
34715 44" 4 4 ne

< s 1 1 1 " .
2. Sa se arate cd sirul X, = + ot ,neN" este marginit.

n+1 n?+2 n+n

Rezolvare:
neN"=x,>0 (1)



1 1
<

n+1 n?+1

n2+1<n’®+1=

n?+l<n?+2=

n+l<n®+n=

<
n+n n?+1
Adunand pe coloane, obtinem:
1 1 1 1 1 1 n

+ ot < + ot =
n2+1 n?+2 n+n n?+1 n?+1 n+1 n?+1

n<n’=n<n’+1= 5 <l=x,<1(2)
n°+1

Din (1) 5i (2) = X, € (0;1) = (Xn )neN* marginit.

1 1

< . 1 1 b
3. Sd se arate cd sirul X, :l+_+_+_+'"+_|’n e N este marginit.
ni

11 21 3!
Rezolvare:
neN"=x,>0 (1)

2S2!3i£l
2!

2
2233!313 1
3! 2

2
Adunand pe coloand, obtinem: 1 + 1.1 ot il < %+ (lj + (1
n!

+_
21 31 41

i ~ 1
Folosim a+a®+a®+...+a" :a(1+a+a2+...+a“ 1):a- :



<2+1—[%) ; = —(ij <3 (2
Din (1) si 2) = X, €(0;3) = (X, )+ mérginit.

. N 1Y’
4. Sa se arate ca sirul (X, )neN* definit prin x, =0,X, =X, 4 :( J neN" este marginit

Rezolvare:
neN"=x, >0 (1)

Dam valoriluindelallak
1
nzlzx\—xo =3
1)
n=2=% X -3
1)
n=32§<\3\—§<\&=(—j

3

............... N
=K1 Xy - e =3 \
n=k:xk—>k\]\=(ljk

3
Adunand pe verticald, obtinem:

oro=( (2] +oe(2) g.l(__éjkz.z{lﬁ

(2).Din(1)si (2) => X, € (0;%) = (Xn )nEN* marginit.

5. S se arate ¢ sirul (X, )
Rezolvare:

neN" =x,>0

2+X, = 2+42 >
2++2>2

=X, > X

1

s

oy definit recursiv prin X, = 24Xy, % = V2 este marginit.



Se demonstreaza prin metoda inductiei matematice ca = X, < X,,;,N € N
Xy < Xp = X, <m
Fie functia f: R — R,f(x)=x"-x-2, x> ~x-2<0,
A=9,x =-1x,=2=>xe(-12)

cum x, 22 = x, e[ﬁ;z) = (X)), Marginit.

T = x,2 <24 X%, = X,2 =X, —2<0

6. Sa se arate cd sirul (X, )HGN* definit recursiv prin x, = (\/E)X“'l X, =~/2,n22neN

este marginit.
Rezolvare:
ﬁ >0=>x,>0

x, =(V2)* =v2 " < 2" =25 x, <2
Presupunem P(n):x, <2,neN"

LEV. n=1=x,<2<42<2 (A)<
1. E.D. Presupunem P(k):x, <2

Demonstrim P(K+1): X, <2
X 1Y% X «
xk+1<2c>(\/§) <2|22| <222 <2<:>7k<1<:>xk<2 (A)

Din Isi Il rezultd cd X, <2,neN" (2)

Din relatiile (1) si (2) X, e(O; 2) :(Xn)neN* marginit.
< o 1 1 1 .
7. Sa se arate cd sirul X, = + + +.t ,neN" este
1.2.3 2.3-4 3-4.5 n-(n+1)-(n+2)
marginit.
Rezolvare:
neN"= x,>0(1)

1 1 1 1 c
1237234 345 " n(n+l)(n+2) :;k(kﬂ)(mz)
n

1w (k+2)-k 1 k+2 k
:Eék(k+l)(k+ ):Elék(kﬂ)(mz)_kﬂk(k+1)(k+2)}

n

Il 1 1 111 1 1
2 zk(k+1)‘z(k+1)(k+z)}iﬁﬁ+E*f " n-(n+l)]_

k=1 k=1



1 1 1 11 1 1
{2_.3+_- " n~(n+1)+(n+1)-(n+2)ﬂ:E{E_(n+l)-(n+2)}<z @

Din relatiile (1) si (2) X, € (O;%j = (Xn )neN* marginit.

8. Aratati ca urmatoarele siruri de numere sunt marginite:

3]

n 2
i) x, = z—,neN,nZZ;
K +2k

ii) x —ﬁﬂnerz
T KPek-2"
Rezolvare:

yro-( 222 B2 B [2)-

< :(2—1)(2+1)_(3—1)(3+1)_m.(n—l)(n+1) 1-3 2-4 3.5 (n-1)(n+1)

n? T2 @ g n?

2 3
Z & np<1 3 %5 n+l 1 n+l n+l

1
ZZA T n 2347 W02

Xn:n2_+1 CumneN"=n>1l=n+l<n+n=n+1<2n 2n:>n2—+1<1:>x <1
n n

n+l n 1 1 1 1 1.
Xp=——r=—+—=—+—>—=X,€| =:1|.
2n  2n 2n 2 2n 2 2

LokKP-2 KE-2 k? k
i) — = < = <l=x,<1
k?+2k  k(k+2) k(k+2) k+2
k>2=k?-2>0 Kk%-2
Cum 5 >0=x, >0=x, €(0;1)<
k?+2k >0 k® +2k
2 k(k+1 K2 n n
“I)k+k= (+)3 2k+k=Hk. k+1]_
kK2+k-2 (k=1)(k+2) k2 +k-2 [ ok-1)({3k+2
(ZEA 0 )[3 A8 W) 8
1 ZZ np<1) % 58 n+2) n+2
3 3n+6-6 3(n+2)-6 3(p¥7) ¢ 6
n+2  n+2 n+2 2 n+2 n+2



N e))
N w

:xnzg:xn e{g;Sj.

9. Sa se arate ca urmatoarele siruri sunt nemarginite:

i) X, =n,neN";

i) x, =3n?+1L,neN";

iii) x, =-5n?,neN*,

Rezolvare:

i) (X,) - marginit dacd IM >0 al |x,|<M,vneN"

Presupunem ca 3IM >0 al N<M,¥YneN". Pentru ci avem VneN" luim
n= [M]+1> M= (Xn) este nemarginit.

ii) X, =4,X, =13,X5 =28,... = observam ca termenii par sa fie in ordine crescétoare

(Xn) - nemarginit superior dacid |Vo € R,ane N a.l x, > a|(adicd, oricat de mare ar

fi o, gdsim un termen al sirului mai mare decat o)
Ludm un numar arbitrar o € R

xn:3n2+1>3n2>n22n>oc:X ‘o (%) rainit ]
Luam n:[oc]+l [o]s1 > O n ) - nemarginit superior
iii) X, =-5X, =-20,X5 =—45,...= observim ca termenii par sa fie in ordine
descrescatoare

(X,) - nemirginit inferior daca|VBeR,3ne N ali B> X, | (adica, oricat de mic ar fi

B, gdsim un termen al sirului mai mic decat )
Luam un numar arbitrar € R

2 2
X, =-9n“<-n“<-n<f=n>-P

. [ [3] L =>pB> X[ gl = (Xn) - nemarginit inferior;
uam n=|-p|+

iii) Exercitii propuse

1. Studiati marginirea urmatoarelor siruri de numere reale:

. 1

i) X, :g,n eN;

.. 2 .

ii) X, =——,neN";
) %o N+l

n+1
i) X, = 2n+3

,neN";

iv) X, =2+(-1)" ,;neN";



_2n+(-1)"

V) X, = neN’;
3n+5
vi) X, =4Jn+2-/n+1,neN";
n n
vii) xnzﬂ,neN.
4.6" +7"
Indicatii:

i M=%>O; i) 0<x, <1; i) O<xn<%; iv) 1<x,<3; V) 0<xn<§; vi)

0<x, < ;vii) 0<x, <4.

1
342

2. Sa se arate ca urmatoarele siruri de numere reale sunt marginite:
2

. 2n
I) Xn :32—,HGN*;
n~+n
n n

||) XI’] :26—n,n€N;

iii) x, =vn?+n-yn®-n,neN;
iv) x, =yn++/n —vJnh,neN;
V) X, =n—3n*+1,neN",

Indicatii:

;n21:>0<l£1|+3:>3<3+££4:13 ! <1'2:>1£xn <E;
1 n 4 2 3

3+— n 3+1 3
n n

n n n n
i) x, = 1 - l ;Cum l<1:> 1 < l :>XnSO,X0=0,X1:—£, x2:—i
3 2 3 2 3 2 6 36

1 1
=X, 2-—=X,€|=-=;0];
6 6

i) X, =

i) 0<x,<1; iv) x, =

%,WF n >n‘f:>\/n+\/ﬁ >+ =
:>Vn+\/ﬁ+\/ﬁ>\/ﬁ+\/ﬁ=2\/ﬁ|i(\/n+\/ﬁ+\/ﬁ):xn<%:>0<xn<%;

1
n? +n3nd +l+§/(n3 +1)2 |

3. Demonstrati ca urmatoarele siruri sunt marginite:

V) Xq

-1<x,<0.

. 1?+22+..+n° )
i) Xn="3 75 " >1;
2n°+3n“ +2n



i) x :i+i+ +; n>1;
" 13 35 7 (2n-1)(2n+1)" 7’

1 1 _
i) x, =1+3—2+3—4+...+37,n21,
iv) X, :1+1+i+ L .t 1 ,n>1;
1 12 1.2-3 1.2.3-...-n
5 5 5
V) X, = + ot ,n=1.
) % 1+2° 1+2° 1+2"
Indicatii:
2
n+1)(2n+1 2(n+1
i) x :w,(n+1)(2n+l)<2(n+l)z,2n2+3n+2>2n2:xn<%
n

" 6(2n2+3n+2)
1/n+1) 1/ 12 1. 2 2
SXp<=| —| ==|1+=| <=2=—=X,€|0,=|;
6\ n 6 n 6 3 3

1 n+l
1 1 1 1 11 1 1{9)
i) x,==|1- <==X, €| 0= ;i) Xy =l+-+5+. .+ —=—""F—=
2 2 9 ¢ o 1

1 < 1 N
1.2-3-...-k ~ k1

1 1 1 1
= —=<—, S, =2>X, Sl+—+=+..+ <2=X, €(12);

1.2 2'1.2.3 22 P 2 22 on-1 n ( )

_
<1
k _ ok 1 5 5 . Co
v)1+2° >2" = <= - < - » dam valori de la 1 la n si obtinem:
1+2° 2 1+2% 2

5 5
1+2% 27

5 5 -

- <<5 5 _5|,. 1 (1Y 1\"?| s 0
1+2 2 :>Xn< 2+ 3+ +2n —2—2 +—+ E + E —§:>Xn€ T
.................. ~

5 5
<_
1+2" 2"




