Matrice inversabile

i) Consideratii teoretice
O matrice A, Ae M, ((C) , nenuld are rangul r, daca A are un minor de ordinul r nenul,

iar toti determinantii lui A de ordin mai mare ca r (daca existd), sunt nuli.
In calculul rangului unei matrice A se are in vedere teorema care afirma ci r=rangA < tofi
minorii de ordinul r+1 (daca existd) sunt nuli.

Rangul matricei nule este 0.

1 0 .. 0
. . . 1 .. 0 5 , . .
Matricea unitate de ordinn, I, = comuta cu orice matrice A de acelasi
0 0 1

ordincuea: Al, =1,A=A.
O matrice Ae M, ((C) este inversabila daca existd o matrice Be M, (C) astfel incat
AB =BA =, . Matricea B se numeste inversa lui A; se mai noteazi cu A~ si este unica.
Matricca Ae M, ((C) se numeste singularda (sau degeneratd) dacd detA =0 si se
numeste nesingulard (sau nedegeneratd) daca det A = 0.

Matricea Ae M, ((C) este inversabild <> A este nesingulara.

Pentru calculul lui A™ se disting etapele:
- se calculeaza detA ; daca det A # 0, matricea A este inversabila;

Lii=12...n;

- calculul matricei transpuse A' =||aji

- se calculeazd matricea adjunctd A", avand elemente ajj = ( —1)I+J Ayis

ij»
:L.A*
det A

- Se scrie expresia matricei inverse Al

ii) Exercitii rezolvate

1 2 -1
1. Sa se calculeze rangul matricei A = (2 4 2} .

Rezolvare:
min(1,2)=1=1<r<2.

Calculam minorii de ordinul al doilea ai matricei A.

o
)

Cum toti minorii de ordinul al doilea sunt nuli atunci r<2=r=1.

‘=—4+4=0
2

2 1
4 2

2
2 4

2 4 -1
2. Sa se calculeze rangul matricei A z( 1 2 2] .



Rezolvare:
min(1,2)=1=1<r<2.

Calculam minorii de ordinul al doilea ai matricei A.

2 4 2 -1
d, = =4-4=0;d, = =4-1=-5#0=>r=2
-1 2 -1 -2
3 2 -5 4
3. Sa se calculeze rangul matricei A=|3 -1 3 -3|.
3 5 -13 11
Rezolvare:

min(3;,4)=3=1<r<3.

Calculam minorii de ordinul al treilea ai matricei A.

3 2 -5 3 2 4 3 -5 4
d;=P3 -1 3[=0;d,=[3 -1 -3=0;d;=3 3 -3=0;
3 5 -13 3 5 11 3 -13 11
2 -5 4
dy=|-1 3 -3=0.
5 13 11

Cum toti minorii de ordinul al treilea sunt nuli atunci r < 3.
Calculam 1n continuare minorii de ordinul al doilea.

B3 2
1 :‘3 _J=—3—6:—9¢0:>r=2.
-1 2 1
4. Sa se determine o € R astfel incat rangul matricei A=| 1 -3 0 | sa fie doi.
-2 o -3
Rezolvare:
-1 2 1
detA=|{1 -3 0|=-9+a-6+6=0-9
-2 o -3

Caz 1.Daca a—9#0= o #9=detA=0=r=3 (nuconvine);
Caz2.Daci a-9=0=2a=9=detA=0=r<3

Calculam minorii de ordinul al doilea.

-1 2
1 -3

in concluzie pentru o =9=r=2.

d, = =3-2=120=>r=2.

x 3 1
5. Sa se determine a € R astfel incat rangul matricei A=| o X X [,Xx e R sa fie trei.
a 2 1



Rezolvare:

x 3 1

detA=lo X X|=x2+20+3%X0 —xa—2X% =30, = =X + 2Xa, — Xat
a 2 1

r=3<detA#0=—x?+2xo—xa #0,VxeR

a=-1

b =2a|= A =b?-4ac = 40° - 4a

c=-a

Impunem conditiaca A<0< 402 —4a <0< 40c(0t—1)< O=ace (0,1).

111 11
. . 12 3 41
6. Sa se determine rangul matricei A = .
13 6 10 1
1 4 10 20 1

Rezolvare:

min(45)=4=1<r<4

Calculam minorii de ordinul al patrulea ai matricei A.
11 1 1 1 00 O

12 3
12 3 4 1%Gi 1 2 3 "
1= = =1.(-1)"*2 5 9|=
1 3 6 10 lcscfl 2 5 9
Cys—Cy 3 9 19
1 4 10 20 1 3 9 19

=95+54+54-45-76-81=1-0=r=4

7. Sa se arate cid matricea A este inversabild si sd se determine inversa in fiecare din
urmatoarele cazuri:

2 -1 1

A=t 72| (i) A=l1 3 0

WA 1) - '
4 -2 2

Rezolvare:
i) Calculam determinantul matricei A

=-1+6=5# 0=A este matrice inversabila.

1
detA =
3

1 3
Scriem transpusa matricei A, A :( 5 j

a a
Determinim adjuncta matricei A, A" =| %
axn Ay



8y, =(-1)"".3=-3 =21
a, =(-1)""%1=1
Inversa matricei A, se determina cu ajutorul relatiei: Al= 5 :][-A A"
e
1 2
1(-1 2 T ¢
Al== = 2 5
5[—3 1] 81
5 5
2 -1 1
(if) detA=|1 3 0]=7 0= A este matrice inversabila.
4 -2 2
2 1 4
Scriem transpusa matricei A, A'=| -1 3 -2
1 0 2

Determindm adjuncta matricei A, A" =|a,; @, ay

3 2 -1 -2 13
all:(—l)m-o 2‘:6,8112—( l)1+2 1 2 0’a13:(_1)1+3 1 0‘ 3
1 2 4 2 1
1 4 2 4 e 1
8 = (-1 _2‘:_14,5132:(_1)3*2._1 —2‘ 02w =1 3‘:
8 o8
6 0 -3 6 0 -3) | !
A=l 2 0 1|=Aat=t 2 0 1]=[-2 0 1
14 0 7 ! -14 0 7 ! !
20 1

iii) Exercitii propuse
1. Sa se calculeze rangul matricei A, in urmatoarele cazuri:

(3 12). S (L), A (213),
) _£2 SJ’ (i) _(2 SJ' i) _[4 2 5]’



1 2 3

iv) A= _42 _36 i]; WA=|2 4|; Vi)A=|-2 1 -1;
5 10 13 2
1 -2 4 1 -1 0 1 -1 2 0
VilA=|3 -6 12; vii)A=| 2 1 -1|; ix)A=|-1 1 3 -1|;
2 -4 8 10 2 2 2 -1 1
1 -1 2 1010
X)A:20—1; Xi)A20011.
1 2 3 0110
2 1 4 0 011

2. Sa se discute 1n functie de parametrul real m, rangul urméatoarelor matrici:

4,

i)A:(3 _6} i) A = 2 -1 3];
2 m 4 -2 m
2 -1 1 -1 2
iij)A=|-4 m|; ivVA=lm 1 1];
-6 3 -1 1 0
1 -2 1 -1 m-2 1 1
vVA=l2 1 -3 3| VijA=| 1 m-2 1
3 -1 m 2 1 1 m-2
2 1 1 3
. . . 3 2 -1 4 L
3. Si se afle valorile lui a0 € C, pentru care matricea w 3 5 _ are rangul minim.
7 5 3 1
1 -2 -2 1 -2 -2 4
Se considera matricele A=(3 1 m|,B=[{3 1 m 4|. Si se determine
3 -1 1 3 -1 1 n
m,n € R, astfel incat cele doua matrice sa aiba acelasi rang.
Indicatii.
1 -2 =2
AA':‘; _12‘=7¢0:>rA=2; Ay =3 1 m|=-5m+19, unde A, si A," sunt
3 -1 1

minori de ordin 2, respectiv 3, ai matricei A;

Daci m:%:AA”:O:rA:Z;dacé m;t%DAA"iO:I‘A:'S



1 -2 2

AB’:‘; _12‘:7;&03@:2; Ag"=[3 1 m|=-5m+19, unde Ag" si Ag" sunt
3 -1 1
minori de ordin 2, respectiv 3, ai matricei B;
1 -2 4
Daci m¢%:>AB"¢O:rB=3;AB"':3 1 4/=Tn-44;
3 -1 n

Daca m=%:>n=% pentruca Iy =r; =2.

2 m -2 2
5. Si se calculeze rangul matricei A={4 -1 2m 5| (discutic dupi meR).
2 10 -12 1
x 1 11
6. Fie matricea A(x)= tx i XelR.
1 1 x 1
1 1 1 x
1) Sa se géseasca valorile lui x pentru care A(X) <4;
ii) Pentru fiecare din valorile lui x gisite mai sus si se afle rangul matricei A (X) .
11 -2 4 2
7. Sa se determine rangul matricei | 2 1 3 -1 1|,0,B,yeR.
ap v a B
1 -1 3 « 1 4 «
8. Fie matricea Ae M;,(R),BeM;(R), A=|2 1 1 1|B={2 -3 2
2 2 B 2 o -1 1

i) Sa se calculeze rangul matricei A;
ii) Sa se determine o, 3 € R astfel incat I, =TI;.

9. Sa se verifice, prin calcul, ca matricile A si B sunt inverse una alteia, in urmétoarele cazuri:

R

L 1 1. 04 -04 -02 2 3
|
iii)A:(_ J,B: 21 12 : iv)A=| 02 03 -01|B=|-1 2 0};
| .
L] ~04 -01 07 1 2



2
1 - 1 0100 0 0 01
3 2 1 4
1 2 0 001 1 000
V) A=|-= 0 = ||B=|3 6 9|;vi A= ,B= :
5 5 13 2 0010 0 010
21103 1000 0100
5 3 5

10. Sa se stabileasca daca urmatoarele matrice sunt inversabile si in caz afirmativ sa se
calculeze inversele lor:

. (2 —3}_ ) [2 3}_ (2* 3X] _
(A= ; ii) B= ; i) C = XeR;
4 6 51 4% 6*
. log, x log; x X -y . 2% '\
iv) D= log, 3 Iogxz} v)E:£y XJ; vijF=|-1 2 0]|;
1 2 2
2 1 4 1 a b
viiG={3 6 9|; vii) H=|0 1 ¢
1 3 2 0 01
2 x 3
11. Sa se determine valorile parametrului real m, astfel incit matricea A= X -1 X | sd
1 2 m
fie inversabili pentru orice X € R .
1 m m?
12. Fiematricca A=lm?> 1 m e M;(R),meR. Si se determine m astfel incat A sa
m m? 1

fie inversabila.

13. Sa se determine meR\ {1} astfel incat matricea A sa fie inversabild pentru oricare xER:

5 x 3 1 x -3
i) A=| 2x -1 x|; i) A=|x -1 X
m+l 2 m 1 0 m
2 00
14. Daca A={0 2 0|, sa se arate ca:
0 0 2

i) matricea l; + A este inversabila;

i) (I3 +A) (13 -A)=(1;-A)-(1; +A) ™.

00 m 1
15. Fie matricea A=|m -2 0 |, meR. Se cere:
1 -1 m



1) Sa se determine meR astfel incat matricea A sa fie inversabila;

ii) Pentru m=2, determinati A ;

iii) Sa se arate ca dacd m=0, atunci A" = O, pentru oricare nEN*.

Indicatii.

iii) pentru m=0 = detA=2 = det(A” ) =detA-detA-...-detA=2"%0=A" 20,

n ori

0 0 1
16. Fie matricea A=|1 0 O0].
010

i) Aratati ca A% =ly;
ii) Calculati in doud moduri produsul (A -1, )(A ZrA+I 3 ) ;

iii) Aratati cd A este inversabila si determinati Al
iv) Calculati (A—15)-A™ (A2 +A+1,),



