TEOREMA LUl WEIERSTRASS

Teorema (Weierstrass).

Fie (x,) . unsir de numere reale.
neN >
1. Daca (Xn )neN* este un sir monoton descrescator si marginit inferior, atunci (Xn )neN* este un sir convergent.
2. Daca (Xn ) . este un sir monoton crescator si marginit superior, atunci (xn ) . este un sir convergent.
neN H > neN >

3. Orice sir monoton si marginit este convergent.
Exercitii rezolvate

2n—

< . Lo 1
1. Sa se studieze convergenta sirului x, = ,n>1

Rezolvare:
a) Marginirea sirului:

1 .
0<x, =2-=<2,¥n>1= (X, ) , marginit.
n nz.

b) Monotonia sirului:
g ZAn+D-1 2n-1_ 2n+1 2n-1_ 2n’+n-2n’-2n+n+l 1
moo n+1 n n+l n n(n +1) n(n+1)

este strict crescator.
Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

X

>0,vn=1= (x,)

n>1

n+4
2n+1’

n>1

2. Sa se studieze convergenta sirului x, =

Rezolvare:

a) Monotonia sirului:

Wy _N+5 n+d (n+5)(2n+1)-(n+4)(2n+3) 2n?+10n+n+5-2n°>-3n-8n-12
T 2n+3 2n+1 (2n+3)(2n+1) - (2n+3)(2n+1) -

I S N (X,),., descrescator.
(2n+1)(2n+3) %

b) Marginirea sirului:

Este suficient sd demonstram ca sirul este marginit inferior.
n+4 1 2n+8 1 (2n+1)+7 1 (2n+1 7 1 7

X, = ==. == == + =Sl ——|>>=x,>>=(X,),,
2n+1 2 2n+1 2 2n+1 2\2n+1 2n+1) 2 2n+l) 2 2 =

este marginit inferior.

Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

< . - 3"
3. Sa se studieze convergenta sirului x, = —.nz 2
n!

Rezolvare:
a) Marginirea sirului:
3.3.4-3.3-...-3
1.2-Z-4-5-...-n
Dar §§§<1

45 n
b) Monotonia sirului:

3n+1

X ! "ol : i
(0 tl) __3 — = 23 -ﬂz 3 1o (X,),., este descrescator.
X, 3 (+)!' 3 pl(n+1) 7 n+l "=
n!
Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

0<x, =
9 -
=0<X, SE: (Xn)nzz marginit.




< . Lo 11 1
4. Sa se studieze convergenta sirului X, :1+E+—+...+—, nx>1.
n

Rezolvare:
a) Monotonia sirului

X=X, = i et b =L>O:>(xn) este crescator
3 n n+l 3 n) n+l nt

1 11 1 11 11 11 1 1 1 1 1 1
Xy =142+ S+ |4 S+ 242+ [+ S+ =+ |+

2 |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

2=2" 4=2? 8=2°

11 11 1
THI>4=2
3 4 4 4 2
1111 1 1 1 3 k . Q. .
SHZ+SH=>4 2= |1+ Z [+ 244 <X, = —+— <X, = (X, ), nu este marginit superior,
5 6 7 8 8 2 2) 2 2 2 2 n=t
1 1 1 1 1
St —t+—>8—==
9 10 16 16 2

deci este divergent. Prin urmare (xn )n>1 nu este convergent.

5. Sa se studieze convergenta sirului x, :iz+i2+i2+...+i2,n21.
1* 2° 3 n
Rezolvare:
a) Marginirea sirului:
11 1 21 2 1.1
22 2.2 1.2 1.2 12 12 1
i_i<i_ﬁ_i_i_g_g
¥ 3.3 23 -3 23 23 - +—<1-=
2?2 F n’ n
............................................................. PN ND -
11 1 (- n n-1 /1
n® n.n n(n-1) n(n-1) n(n-1) n(n-1) A-1

In concluzie
1 .
1<x, S1+1_H = 2—; <2= (X, )nzl marginit.

b) Monotonia sirului:
X, = 1 + L + L R N L
22 ¥ 1, : y
1 1 1 1 1 [P XX = (n+1) >0= (Xn)nZl este strict crescator.
XnJr:L =—2+—2+—2+ —2
Fo2 3 (n+1)

Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

nZ

. A 1 1 1
6. Sa se studieze convergenta sirului X, =1+ —=+—=+..+ —=-— 2Jn,n>1.
Z G
Rezolvare:
a) Monotonia sirului:

X, =l+i+i+...+i—2\/ﬁ

V2 B3 1
1 1 1 1 n+1 n /—n+1
X, =l+—=+-—F—+..+—=+—=-2Jn+1
SN AN N N

1 1
Presupunem ca -2Jdn+1+2Jn <0< <2dn+1-2yn <1< 2yn+1{Jn+1-+n )<=
P Jn+1 Jn+1 ( )

|
X
I

—2Jdn+1+2Jn




1< 2\/n+1(\/n+1—\/ﬁ)®1< 2n+2-2Jn2+n < 2n%+n <2n+1|T2 & 4n2+4n <4n? +4n+1,

adevarat.
X —X, <0= (X, ) , este strict descrescitor.

b) Marginirea sirului:

) S X, <X
Avand in vedere ci sirul este descrescitor atunci 1 ! 91 =Xx,<-1(1)
X, =1-2=—

. . . 1
Pentru a gasi marginea superioard, pornim de la inegalitatea W > 2Jk+1-2k, vk >1
1
k=1=-"=>2¢2 -2J1
igad

1
k:2:>$>}</§(—}ﬁ :%+%+%+...+%>2«/ﬁ—2
......................... Lk, L V2 3 "

k:n:i>2\/n+l—}dﬁ
Jn

In ultima relatie adunam si scidem 23dn

1 1 1 1

— bt ——t.+—-2dn>2n+1-2-2n =2/ Jn+1-vn |-2>-2 (2)
EZETR (—f—

Din (1) si (2) rezultd ca X, (—2, —l] ,Vn 21, deci sirul este marginit.

Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

7. Sa se studieze convergenta sirului x, =0, x_,, =2X, +1.
Rezolvare:
a) Monotonia sirului:
N=0=x,=2-0+1=x,=1= X, >X,
N=1=xX,=2X,+1= X, =3=X, > X,
Presupunem ca: P(n) TX, <X, VN 20
LEV..n=0= X, <X, (A)
Il.E.D. Pp. P(K):X, <X, Vk=>0
Dem. P(K+1):X,,; <X,,,, Vk>0

+1=> 2%, +1<2X, 5 +1= Xy <Xy, = X, <X, = (X)), este strict

n+1?

Xy < X2 = 2%, < 2%,

crescator.
Pp. ca sirul (X, ) , este convergent.

limx, =a=a=2a+l=>-a=1l=a=- o )
Notam ">* => contradictie = (x,) . este divergent.
Dar x, 20 B

< . L 1 3
8. Sd se studieze convergenta sirului X, =1, X,,, = Exn +E.

Rezolvare:

a) Monotonia sirului:
n=O:>xl:lxo+§=1-1+§:2:xl>x0
2 2 2 2
1 3 1 3
nN=1=X,==X+=—==2+—=—=X,>X,
2 2 2 2

Presupunem ci: P(n):x, <X,,;,Vn>0

LEV.:n=0= X, <x;,(A)



Il.E.D. Pp. P(K):X, <X,,;,Vk=0
Dem. P(K+1): X, <Xy, Vk>0
1 1 3 1 3

1 3 .
X, <X == =X, <=X,[+—==>=X, + =< =X, +—2> X, ., <X, ., =X <X .= (X este strict
k k+1 2 2 k 2 k+1 2 2 k 2 2 k+1 2 k+1 k+2 n n+1 ( n)nzl

crescator.
b) Marginirea sirului

Xo =1 X, =2, X, :g:xn 21
Presupunem ca: P(n):x, <3,vn>0
LEV.:n=0= X, =1<3,(A)
. E.D. Pp. P(k):x, <3,7k >0

Dem. P(k+1):x,,, <3,vk>0
3 1

1 1 3 3 3 3 W,
T IX <SS IX o<+ ==X, <32 X, <3 (X,),, este marginit.
2 2 2 2 2 2 2 2 n=

Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

X, <3

9. Sa se studieze convergenta sirului X, =1, X,,; =4/6+X,,n=0.

10.

Rezolvare:
a) Monotonia sirului:

n=0=x, =,/6+X, :\/6+1:\/7:>x1>x0
N=1=X, =./6+X%, =\6+7 >{7T=> X, > X,
Presupunem ca: P(n):xn <X, Ynx0
LEV..n=0= X, <X, (A)

Il.E.D. Pp. P(K):X, <X,,;,Vk=>0

Dem. P(K+1):X,,; <X, VKk>0

n+11

X < Xppp [+6 =5 64X, <B4+ X, = 4[6+X, <\[6+X,,; = Xy <Xy, = X, <X,y = (X,) , estestrict

crescator.
b) Marginirea sirului

X, =1<3, X, =7 <3, X, =647 <3
Presupunem ca: P(n):x, <3,vn>0
lLEV..n=0=Xx,=1<3,(A)
Il.E.D. Pp. P(k):x, <3,vk>0

Dem. P(k+1):x,,, <3,vk=>0

X, <3[+6= X, +6<9= /X, +6 <+/9= X, +6 <3=X,,, <3=X, <3= (X,) , este marginit

superior.
Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

Sa se studieze convergenta sirului X, =0, x,,, =4/6-X,,n>0.

Rezolvare:
a) Monotonia sirului:

n=0=x,=.6-x, =6 = x, >x,
n=1=x, =6-Xx, =\/6—\/§>0:x2>x0

Presupunem ca: P(N):X,, < X,,,, VN >0
LEV..n=0= X, <X,,(A)



I1.E.D. Pp. P(K):Xy <Xp,p VK20
Dem. P(K+1): Xy, <Xy, k20

Xak < Xosz '(_1) =

'(_1) = ~Xok > KXok = 6_X2k > 6_X2k+2 = \/6_X2k > '\/6_X2k+2 = Xop > Xokss

= X < Xopaz = 6- Xoksr < 6_X2k+3 = \/6_X2k+1 < '\/6_X2k+3 = Xoksz < Xogas = Xgp <Xppp =

subsirul (X,, ) este strict crescator.
> 2n JpeN

Analog se demonstreaza ca subsirul (sz)neN este strict descrescator.

Notam limx, :e1:>a1:\/6—a|T2 —a’=6-a=a’+a-6=0,a,=-3,a,=2

n—w

ax0
Cum =ae[0,6]=a=2 este solutie.

6-a=20=a<6
b) Marginirea sirului
Presupunem ca: P(n):x,, <2,vn>0
LEV.in=0=Xx,=0<2,(A)
I1LE.D. Pp. P(K): Xy, <2,k >0

Dem. P(K+1):Xy,, <2,Vk>0

X < 2|-(—1):—x2k > 2|46 =6- Xy >4 = \[6-X, >2=> X, > 2|~(—1):>—x2n+1 <-2[+6 =

=6 Xy, <4= \J6-Xy,, <22 Xy, <22 (Xy, )nEN este marginit superior.

Analog se demonstreaza ¢i (X,,,, ), este marginit inferior.

Din a) si b) conform teoremei lui Weierstrass, sirul este convergent.

Exercitii propuse

< . Lo 3n—-2
1. Sa se studieze convergenta sirului x, = n=>1
< . P n+6
2. Sa se studieze convergenta sirului x, = ,n>1
3n+1
n
3. Si se studieze convergenta sirului x, = —n >1
n:
7. Sa se studieze convergenta sirului x, =0, X, ,, =2x, +3.
< . Lo 1 4
8. Sd se studieze convergenta sirului X, =0, X, = §X” +§.

< 4 Lo 1 1 2
9. Sa se studieze convergenta sirului X, =—, X,,, =—+X,".
4 4

< . Lo 1
10. Sa se studieze convergenta sirului x, =2, X,,, =2—-—,n2>0.
X

n

11. Sa se studieze convergenta sirului X, = V2, Xpu =4/2%,,N20.






