ELEMENTE DE CALCULUL
PROBABILITATILOR

i) Consideratii teoretice

Un experiment al carui rezultat depinde de factori intimplatori se numeste experiment aleator
sau experienta aleatoare.

Rezultatul unei experiente aleatoare se numeste probd. Fiecarei experiente i se pune in
corespondentd multimea probelor sale.

Orice situatie legata de un experiment aleator despre care se poate spune cu certitudine, daca
s-arealizat sau nu, dupa efectuarea experientei, se numeste eveniment sau eveniment elementar.
Vom nota cu E — multimea cazurilor posibile.

Evenimentele se vor nota, de regula, cu litere mari: A, B, C, ...,

Fiecarei probe a unei experiente ii corespunde realizarea sau nerealizarea unui eveniment.
Astfel, fiecarui eveniment 1i corespunde o multime de cazuri favorabile.

Spunem ca un eveniment s-a realizat dacd rezultatul experimentului este un element in
multimea cazurilor sale definite.

Evenimentul care nu se realizeazd in nici o probd a experientei se numeste eveniment
imposibil.

Evenimentul care se realizeaza cu certitudine in orice proba se numeste eveniment sigur.
Evenimentul care are un singur caz favorabil se numeste eveniment elementar.

Evenimentul cu mai multe cazuri favorabile se numeste eveniment compus.

VVom nota cu P(E) - multimea tuturor evenimentelor legate de un experimet

Notand (E, P(E)) un camp de evenimente si A,B e P(E) atunci se definesc urmatoarele

operatii cu evenimente:
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REUNIUNEA evenimentelor A si B, notat AUB | consti in realizarea a cel putin unuia dintre

evenimentele A, B.

AuD=AAUE=EVAe P(E)l

INTERSECTIA evenimentelor A si B, notat AMNB | consti in realizarea simultani a celor

doua evenimente A si B.

\Am@:@,AmE:A,VAe P(E)‘

NEGATIA evenimentului A, notat A, consta in nerealizarea evenimentului A.

|A=E\AVA<P(E)]

IMPLICATIA Spunem céd A implicad B daca realizarea evenimentului A implica realizarea

evenimentului B.
Evenimentele A si B se numesc echivalente, notat A=B, daca ele se implica reciproc.
Se numeste probabilitatea evenimentului aleator A, notatd P(A), raportul dintre numarul

cazurilor favorabile producerii evenimentului A si numarul tuturor cazurilor posibile ale

experientei.

numarul cazurilor favorabile

P(A)=
( ) numarul cazurilor posibile

Se numeste probabilitate o functic P:P(E) — R cu urmitoarele proprietdti:
1. P(A)e[0;1], VA€ P(E);

2. P(E)=1;

3. P(AUB)=P(A)+P(B),AnB=0.
(E.P(E),P) - camp de probabilitate.
Proprietiiti ale functiei probabilitate:

1. P(A)=1-P(A), VA< P(E);

2. P(@)=0;
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3.Daci AcB= P(A)<P(B),VABeP(E);

4.Daci Ac B=P(B\A)=P(A)-P(B),VA,BeP(E);
5. P(A\B)=P(A)-P(ANB),VABeP(E);

6. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),VA BeP(E).

Se numeste probabilitatea evenimentului A conditionatd de evenimentul B numarul:

P(ANB)

ACN

unde A si B sunt doua evenimente pentru care P(B)=0.

Evenimentele A si B se numesc evenimente independente daca realizarea sau nerealizarea

unuia nu influenteaza cu nimic realizarea sau nerealizarea celuilalt.

A,B—independente <> P(ANB)=P(A)-P(B)

ii) Exercitii rezolvate

1. Intr-o clasa sunt 40 de elevi, dintre acestia 26 sunt pasionati de informatica, 18 sunt
pasionati de engleza si 10 sunt pasionati si de informatica si de engleza. Daca se alege la
intdmplare un elev din clasa, sa se determine probabilitatea ca elevul ales sa fie:

i) pasionat de informatica, dar nu si de engleza;
ii) pasionat de informatica sau de englezi;
iii) pasionat de nici informaticd, nici engleza.

Rezolvare:

Notam evenimentele astfel:
A: elev pasionat de informatica;

B: elev pasionat de engleza;

|P| = 40 - numirul total de elevi; |A|=26; |B|=18; |ANB|=10

|Al 26 13

|Al 18 9

|ANB| 10
P
(A)= Pl 40 20° (B)= [P 40 20 (

1
"B w0 s

i) AN B - pasionat de informatica, dar nu si de engleza (numarul elevilor care sunt in A,

dar nu si in B)

‘AﬂB‘ 16 2
|P| T4 5

|AB|=|A|-[ANB|=26-10-16=P(ANB)=
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i) AUB - pasionat de informatica sau de engleza

13 9 1 17
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=—+—-—="—
(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) =2, 2 L1
iii) AUB - nici informaticd, nici engleza

— 17 3
P[AUB)=1-P(AUB)=1-—=—

( ~ ) ( ~ ) 20 20

2. Se arunca doua zaruri. Sa se calculeze probabilitatea de a obtine:
i) un 1 si un 4 (in orice ordine);
ii) doi de 6;
iii) acelasi numar pe ambele zaruri
iv) un total de 7 puncte
V) un total de puncte mai mare sau egal cu 11
Rezolvare:

p:{(i,j)/i,j=1,_6},|P|:36

i) Evenimentul A: un 1 siun 4

Al 2 1
N
ii) Evenimentul B: doi de 6

_ Bt
B—{(6,6)}:P(B)_ﬁ_£

iii) Evenimentul C: acelasi numar

C={(11),(2.2),(33).(4.4).(55).(6.6)} = P(C)= 1= = =2
iv) Evenimentul D: total 7 puncte
i+j=7= D:{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}:p(o):ﬂziz
v) Evenimentul E: total >11
El_3_1

E={(5.6).(6,5),(6.6)} = P(E):ﬁ:£: o

3. Intr-o urni se afli 4 bile rosii, 5 bile albe si 9 bile negre. Se extrag simultan 4 bile.
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i) Care este probabilitatea ca:
a) toate bilele sa fie rosii;
b) toate bilele sa fie albe;
c) toate bilele si fie negre;
ii) Care este probabilitatea ca:
a) nicio bila sa nu fie rosie;
b) nicio bila sa nu fie alba;
¢) nicio bild sa nu fie neagra;
iii) Care este probabilitatea ca o bild sa fie rosie si una alba;
iv) Care este probabilitatea ca:
a) cel putin doua bile extrase sa fie rosii;
b) cel putin trei bile extrase sa fie albe.
Rezolvare:
Numarul total de bile: 4+5+9=18
18! 15.16-17-18

= = 3060
41141 1.2.3-4

Numirul total de cazuri posibile: Cfg =

. c, 1
i) a) toate bilele s fie rosii P = % =—:
Crg 3060
ci 5 1
b) toate bilele si fie albe P = —f = - _—
Cpg 3060 612
Cy 126 7

C) toate bilele sa fie negre P = S =
Cjz 3060 170

ii) ) nicio bila si nu fie rosie

4
Alegem 4 bile doar din albe si negre 5+9=14; P = C—i“ = %
Crg 3060

b) nicio bila sd nu fie alba

Cly 715 143

Alegem 4 bile doar din rosii si negre 4+9=13; P = ==
Cj, 3060 612
C) nicio bild s nu fie neagra

4
Alegem 4 bile doar din rosii si albe 4+5=9; P = C_j = ﬁ = 7
Cjz 3060 170

iii) Dacd o bila trebuie s fie rosie si una alba, atunci celelalte 2 bile trebuie sa fie negre
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o_ C;-Ci-C; 4536 4

Crs 3060 17

.02, 02
- 2 rosii: Cj -Ci,

.o ~3 1
- 3 rosii: C, -Cyy

R e
-4 rosii: C, -Cpy

_ C§-CH,+C3-C+Cy-C),  6-91+4-14+1 603 _ 67

P ==
Crs 3060 3060 340

-3albe: C3-Cl,
- 4 albe: CZ - CY,

_Cl.Cj+Ci-Cy 101345 135 3

P = =—
Crs 3060 3060 68

4. Se arunca succesiv doud zaruri. Notdnd cu A evenimentul ca pe primul zar sa se obtina cel

mult 4 puncte iar cu B evenimentul ca suma cifrelor obtinute pe cele doua zaruri sa fie 9,
sd se calculeze P(A), P(B), Po(B), PsA, P(ANB).
Rezolvare:
Multimea probelor pentru un zar este P, ={1,2,3,4,5,6}, cardP, =6.
Multimea probelor pentru 2 zaruri este:

P=PxP, ={(i,j)/i,je{1234,5,6}}, cardP =36

A: ,,pe primul zar sa se obtind cel mult 4 puncte”, A = {1, 2,3, 4} c P, cardA=4

P(A)_cardA_ﬂ_g
card’, 6 3
B: ,, suma cifrelor obtinute pe cele doua zaruri sa fie 97,

B={(3.6),(4,5).(54).(6,3)} =P, cardB =4

p(5)=cardB=i=l
cardP 36 9
ANB: ,suma pe cele doud =zaruri sa fie 9 si primul zar < 47,

AnB={(36),(4,5)}, card(AnB)=2
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~ card(AnB) 2 1

P(ANE) cadP 36 18
1
Probabilitatea conditionati P\B=P(B|A)= % = % - % g = %
3
1
Probabilitatea conditionati PgA =P (A|B)= % 18 _ % 9= ;
9

5. Se considerd urmele U, (2a, 3n), u, (4a, 2n), U, (a, 5n). Din fiecare urnd se extrage céte o

bila. Determinati probabilitatea ca:
i) toate cele 3 bile s fie albe;
ii) exact o bila sa fie alba si doud negre;
iii) exact doua bile sa fie albe si una neagra.
Rezolvare:
Metoda 1

A, din Uj iese bili albi”, P(Al)zé, p(,?l)zg

A, din U, iese bili alba” P(Aﬁ:%:%, P(Aj):%:%
Aq:.din Uy iese bila alba”, P(Ag) = = P(As) >
XY 3 , 3 _6, 3 _6
. 221 2
i) P(3 albe):P(AlmAzmA3):P(A1) P(A,) P(AS)_E'E'E =



iii) neagrd din Us: A; NA, NA,
neagra din U,: A; N A_2 NA;

neagra din U, : EGAZ NA,

P(AlmAzmA_3)=P(Al)-P(AZ).P<A_3)=§%%=§
P(AlmA_zmAz):P(Al)~P(A_2)~P(A3):§%%:4i5
P(KlmAzmAS)zP(E)-P(AZ)-P(Ag,):%%%:%
P(exact o bila neagra):§+4i5+%:%.

6. Se aruncd o moneda de 8 ori.
i) Care este probabilitatea de a obtine de trei ori stema?
i) Care este probabilitatea de a obtine de 5 ori stema?

Rezolvare:
La fiecare aruncare putem avea stema (s) sau banul (b), P({s})=P({b})

Suntem in schema lui Bernoulli, cu:

- n=8 aruncari;

- probabilitatea de succes p = % :

- probabilitatea de insucces q =%

Probabilitatea de a obtine k steme din n aruncari este P, (k)= Ckp*q"™*

3 5 8
. 1Y(1 1 1 7
i) k=3 =P (3)=C3|=||=]| =c3|=| =56-— = —
: () S(ZJ (ZJ 8(2) 256 32

ii) Cel putin de 5 ori stema inseamna 5 sau 6 sau 7 sau 8

P3(=5)=Ps(5)+Ps(6)+Ps(7)+Ps(8)

242

N |-



56 28 8 1 93
5 (25) =t = .
256 256 256 256 256

7. Fie multimea A = {1, 2,3,..., 33} . Determinati probabilitatea ca un element al multimii A

sd fie numar prim.

Rezolvare:

n.c.r. o . . . - . -
P=——,unde n.cf.=numar cazuri favorabile si n.c.p.=numar cazuri posibile
n.c.p.

ncp.:(33-1)+1=33 11

1
: —_ —
n.cf.:2,3,5,7,11,1317,19,23,29,31,adica 11 33 3

8. Fie multimea A = {1, 2,3,4,5, 6} . Determinati probabilitatea ca un element n al multimii A

sd verifice inegalitatea 2n+5<10.

Rezolvare:
ncf. y . o o . o
P=——",unde n.cf.=numar cazuri favorabile si n.c.p.=numar cazuri posibile
n.c.p.

Pentru a determina cazurile favorabile, rezolvam inecuatia 2n+5<10
2n+5<10=2n<5=n sg:n e{1,2}

ncp.:(6-1)+1=6
ncf.:2

2
6

Wl

9. Se alege la intdmplare un numar n din multimea numerelor naturale de doua ciftre.
Calculati probabilitatea ca n sa fie multiplu de 5.
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Rezolvare:
Numerele de doua cifre sunt de la 10 la 99, adica avem (99-10)+1=90 numere.
Multiplii de 5 de doua cifre sunt: 5-2,5-3,5-4,...,5-18,5-19 , adica (19-2)+1=18

P ncf. 18 1
ncp. 90 5°

10. Se alege la intdmplare un numar n din multimea numerelor naturale de doua cifre.
Calculati probabilitatea ca suma cifrelor sa fie 10.

Rezolvare:
abac{l2..9},be{0,12,..9}, ncp.:(99-10)+1=90 numere

a+b=10=(19),(2,8),(3,7),(4.6).(5.5).(6.4).(7.3).(8,2).(9,1) perechi posibile,
adica 9 numere

P_n.c.f._i_i
ncp. 90 10

11. Se alege la intAmplare un numar n din multimea A = {1, 2,3,..., 20} . Calculati

probabilitatea ca produsul n(n+1) sa fie multiplu de 4.
Rezolvare:
Un numar este multiplu de 4 daca se scrie sub forma 4k.
De asemenea, constatim ca numerele n si n+1 sunt consecutive
1.2=2, 2-3=6, 2:5=10, 2-7=14, 2-9=18 aceste numere nu sunt multipli de 4,
observand ca acest lucru se intdimpla cand numarul par este 2,6,10,14,18
3-4=12, 4.5=20, 7-8=56, 8:9=72, 12-13=156 aceste numere sunt multipli de 4,
observand cd acest lucru se Intampla cand numarul par este 4, 8, 12, 16 si 20.
Numerele care dau produs multiplu de 4 sunt: n e {3, 4,7,8,11,12,15,16,19, 20}

p_ncf. 10 1.
2

ncp. 20
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iii) Exercitii propuse

1. Se arunca simultan 3 monede (M1, M2, M3).
i) Céte rezultate elementare are experienta?
ii) Cate evenimente are cdmpul de evenimente?
iii) Scrieti evenimentul A: ,,apar exact 2 fete (F)”.
Indicatii:
i) |P|=8;
ii) |P(P)|=2° = 256;

i) A= {(F.F.5).(FSF).(5 R F)

2. Un elev rezolvid 3 exercitii (E1, E2, E3). Pentru fiecare exercitiu, rezultatul poate fi corect
(C) sau gresit (G).

i) Cate rezultate elementare are experienta?

i) Cate evenimente are campul de evenimente asociat experientei?

iii) Scrieti evenimentul AAA: ,,sunt rezolvate exact 2 exercitii corect”.

3. Dintr-un pachet cu 4 carti distincte: {A, K,Q, J} se extrag doua carti succesiv fara
revenire, iar ordinea conteaza.
i) Scrieti campul de evenimente elementare P;
ii) Cate evenimente sunt in P (P) ?

Indicatii:

i) 12; iii) 4096

4. Dintr-o lista de 4 elevi diferiti {A, B, C, D} se aleg doi elevi succesiv, fara revenire, iar
ordinea conteaza.
i) Scrieti cAmpul de evenimente elementare P;

i) Cate evenimente suntin P (P)?

5. O cutie are 5 bile: 2 rosii (R) si 3 albastre (A). Se extrag doua bile consecutiv fara revenire.
Sa se scrie multimea tuturor evenimentelor elementare (rezultate posibile ca perechi de

culori ordonate) si apoi evenimentul B: ,,cel mult o bila rosie”.
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Indicatii:

P={(RR).(RA).(AR)(AA), P={(RA).(AR)(AA).

6. O clasd are 2 elevi navetisti (N) si 3 elevi care locuiesc in localitate (L). Se aleg doi elevi
consecutiv, fara revenire.
i) Scrieti multimea tuturor evenimentelor elementare (rezultate posibile ca perechi
ordonate);

ii) Scrieti evenimentul B: ,,cel mult un elev navetist”.

7. Se alege la intdmplare un numar din E ={1,4,6,9,12} .

i) Scrieti evenimentele elementare.
ii) Scrieti doud evenimente contrare (complementare).
iii) Dati exemplu de doud evenimente incompatibile si doud compatibile.
iv) Dati exemplu de doua evenimente A, B astfel incat AcB.
Indicatii:
i) P=E, elementare fiind: {1},{4},{6},{9},{12};
i) Doud evenimente sunt contrare dacd nu pot avea loc simultan, adica

C={4612}=E-C={19};
iii) incompatibile: {4} si {6} deoarece intersectia este vida;
compatibile: {4,6} si {6,9} deoarece {4,6}~{6,9} ={6};

iv) {6} (6.8} .

8. Se alege la Intdmplare un numar din multimea: E = {1, 3,5, 8,10,14,17} .

1) Scrieti evenimentele elementare asociate experientei;
ii) Scrieti doud evenimente contrare (complementare);
iii) Dati un exemplu de doud evenimente incompatibile si doud compatibile;

iv) Dati doud evenimente A,B astfel incat AcB.

9. Un elev sustine un test cu 3 intrebari. Pentru fiecare intrebare, raspunsul poate fi corect (C)

sau gresit (G). Pentru i € {l, 2, 3} ,notam cu A; evenimentul ,,la intrebarea i raspunsul
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este corect”. Sa se exprime, folosind evenimentele A, A,, A;, urmatoarele evenimente:

i) ,,Toate raspunsurile sunt corecte.”;

ii) ,,Exact doud raspunsuri sunt corecte.”;

iii) ,,Cel mult un raspuns este gresit.”;

iv) ,,Niciun raspuns nu este corect.”.
Indicatii:

i) AinA, NA;;
i) (AlmA2 mA_s)u(AlmA_zmA3)u(A_\lmA2 mAs) ;

iii) cel mult un raspuns gresit este echivalent cu cel putin doua raspunsuri corecte

(ALNA))U(ALNA)U(A; NA;);

iv) EmA_zmA:.

10. Se considerd multimea M ={2,34,6,8,9,12,18} din care se alege la intdmplare un

element. Fie evenimentele:
A: ,,numadrul este par”;
B: ,,numarul este multiplu de 3”;
C: ,,numarul este patrat perfect”.
Determinati evenimentele:
i)ANB;
i) AuC;
iii) BAC;
iv) AnB.

Indicatii:

i) {6,12,18} ; ii) {2,4,6,8,9,12,18} ; iii) {3,6,12,18} ; iv) {3,9} .

11. Un elev incearca sa se autentifice pe o platforma online folosind trei date de acces: parola
(P), cod de securitate (C) si confirmare e-mail (E). Pentru fiecare etapa, autentificarea poate
fi reusita (R) sau nereusita (N).
Fie evenimentele:
A ,parola este corecta”;

B: ,,codul de securitate este corect”;
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C: ,,confirmarea e-mail este valida”.
Sé se exprime cu ajutorul evenimentelor A, B si C urmatoarele situatii:
i) ,,Autentificarea este complet reusita.”
ii) ,,Cel putin o etapd este nereusita.”
iii) ,,Exact o singura etapa este nereusitd.”
iv) ,,Autentificarea esueazd complet.”
Indicatii:
i) AnNBNC;
i) AUBUC;
iii) (KmBmC)u(AmEmC)u(Am Bma) ;

iv) ANBANC.

. . y A . C e . . S 1 .
12. Doi elevi arunci la cos cate o singurd data. Probabilitatea ca primul sa inscrie este 3’ iar

o . o 2 S y .
probabilitatea ca al doilea sa inscrie este T Care este probabilitatea ca macar unul dintre

ei sa inscrie?
Indicatii:

3

5

13. Doud imprimante functioneaza independent. Probabilitatea ca prima sd imprime corect o
. 3 . o . 5
pagina este 2 iar probabilitatea ca a doua sd imprime corect este ¥ Care este

probabilitatea ca cel putin una sa imprime corect?
Indicatii:
23
24

14. intr-o cutie sunt 52 de cartonase, 4 culori (rosu, albastru, verde, galben), cate 13 cartonase
din fiecare culoare. Pe fiecare culoare sunt numerele 1, 2, 3, ...,15. Se extrage un cartonas
la intdmplare. Determinati probabilitatea sa se extraga:

i) un cartonag verde sau cartonasul albastru cu numarul 11;
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ii) un cartonas verde sau un cartonas cu numarul 1 (indiferent de culoare).

Indicatii:
N7 4
) — ) —.
) 26 ) 13

15. intr-o cutie sunt 40 de bile: 10 rosii, 12 albastre, 8 verzi, 10 galbene. Se extrage o bil. Care
este probabilitatea sa fie verde sau rosie?
Indicatii:
2
20

16. Un elev raspunde la o intrebare cu doud variante (A/B), alegand la intamplare.
Probabilitatea sd nimereasca raspunsul corect la o incercare este 1/2. Care este
probabilitatea ca, in cel mult 3 incercari, sd nimereasca cel putin o data raspunsul corect?

Indicatii:

7

8
o 2 . .. . . o
17. Un elev are o sansa de 3 sa rezolve corect un exercitiu la o incercare (incercarile sunt

independente). Care este probabilitatea ca, in cel mult 3 incercari, sa rezolve corect cel
putin o data?
Indicatii:
98
o5

18. Intr-o clasi sunt 30 de elevi, 18 fac sport, 12 canta intr-un cor, 7 fac si sport si canta in
cor. Se alege un elev la intdmplare. Care este probabilitatea ca elevul ales sa faca sport
sau cor?

Indicatii:

23
30

19. Intr-o urni sunt 4 bile albe si 6 bile negre. Se extrag dou bile, una dupa alta, fira revenire.

Determinati probabilitatile:
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i) ambele bile albe;

ii) ambele bile negre;

iii) prima bila alba si a doua neagra;
iV) prima bila neagra si a doua albé;
V) bilele sa fie de acelasi fel;

vi) bilele si fie de feluri diferite.

Indicatii:

L2 .01 .4 7 8

) — 1) —; i) —71Iv) — V) —.
) 15 ) 3 ) 15 ) 15 ) 15

20. Intr-un sertar sunt 7 pixuri albastre si 3 pixuri negre. Se extrag doud pixuri, unul dupi altul,
fara a le pune inapoi. Determinati probabilitatea:
i) ambele albastre;
ii) ambele negre;
iii) primul albastru, al doilea negru;
iv) pixuri de acelasi fel;
V) pixuri de feluri diferite.
Indicatii:
8 7

A Y
) — i) — ;i) —;iv) —; V) —.
)15 )15 )30 )15 )15

21. Intr-o urna sunt 5 bile albe si 3 bile negre, toate de aceeasi marime. Se extrag doui bile,
una dupa alta, fara revenire.

i) Determinati probabilitatea ca ambele bile s fie albe.

ii) Determinati probabilitatea ca bilele sa fie de culori diferite.

Indicatii:

N 5 .. 15
) — ;) —.
) 14 ) 28

22. Se considerda multimea numerelor naturale de doud cifre. Calculati probabilitatea ca,
alegand un numar n, numarul n+5 sa fie multiplu de 10.

Indicatii:

1

10
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23. Se considera multimea A a numerelor naturale de doua cifre. Se alege la Intamplare un
numar n€A. Calculati probabilitatea ca numarul n+3 sa fie multiplu de 5.
Indicatii:

1

=

24. Se considera multimea numerelor naturale de doua cifre. Calculati probabilitatea ca ultima
cifrd a unui numar n, ales la intAmplare din multime, sa fie multiplu de 3.
Indicatii:

2

c

25. Se considera multimea numerelor naturale de doua cifre. Calculati probabilitatea ca suma
cifrelor unui numar n, ales la intdmplare din multime, sa fie numar par.
Indicatii:

5

9

26. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua
cifre, acesta sa aiba cifra zecilor divizor al numérului 6.
Indicatii:

4

9

27. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de doua
cifre, cifra unitatilor sa fie multiplu de 3.
Indicatii:

1

3
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